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ZUR INFORMATION 
Das Buch ist fur Physiker und Elektrotechniker geschrieben. Es werden zuerst einige Begriffe klargelegt, 
die man in der Lehre von den Gr6Sen und den Einheiten braucht. Hierauf werden nach einer angegebe- 
nen deduktiven Methode die kennzeichnenden Gréfen erst des elektrischen, dann des magnetischen 
Feldes abgeleitet. Die "rage der in bestimmter Hinsicht notwendigen und hinreichenden Anzahl unab- 
hangiger GroBen wird behandelt. Fiir die systematische Darstellung der Einheiten wird von den GréBen_ 
gleichungen ausgegangen. Behandelt werden vor allem die heute gebrauchlichen praktischen Einheiten 
und die CGS-Einheiten sowie ihre Zusammenhange. Die angeschlossenen Tabellen (Gré8engleichungen, 
Zahlenwertgleichungen der Systeme, praktische Einheiten und CGS-Einheiten, Umrechnungstafeln) 
sollen den Praktiker unterstiitzen, der immer wieder vor der Aufgabe steht, aus einer Form der Gleichun- 
gen in eine andere und aus einem Einheitensystem in ein anderes tibersetzen zu miissen. 


SPRINGER-VERLAG -. BERLIN -. GOTTINGEN . HEIDELBERG 


Pc fe 


3 s “ 
ren te a | eee 


Bemerkungen zum Gebrauch der Einheiten 
Von 


Re, a Jou. FiscHer, Karlsruhe 


ae 
2 Sa 


(Eingegangen am 15. Marz 1961) 


1, Definition der Stromstarkeeinheit Ampere 


: Das MKSA-System der Einheiten heiBt deswegen so, weil als Basis- oder Fundamental- 
sd __ einheiten, die voneinander unabhangig sind, die vier Einheiten m fiir die Lange, kg fiir die 
- Masse, s fiir die Zeit und A fiir die elektrische Stromstirke festgesetzt sind; aus ihnen werden . 
Bs als Potenzenprodukte die Einheiten der mechanischen und der elektrischen Groen abgeleitet. ie 
, _ Die Einheit der Energie ist also eine abgeleitete Einheit, die koharente Einheit! heiBt Joule: 


= oe dy | tke (sen (1.1) 


5 Mit den Definitionen der drei Einheiten m, kg, s befassen wir uns hier nicht; fiir die Einheit 
Ampere A hat man 1948 international eine definierende Me8vorschrift gegeben. Sie geht aus 
ee von der Kraft, die zwei gerade, parallele, stromdurchflossene lineare Leiter aufeinander aus- 
‘iben, wenn man von der elektrostatischen Kraft und der Kraft infolge drtlicher Verschieden- ie 
Pratt der Permeabilitat absieht. Die gewahlte Normalanordnung besteht aus zwei geradlinigen, “ie 
- unendlich langen parallelen Leitern von vernachlassigbarem Durchmesser im Abstand von D 
4m voneinander, die Permeabilitat sei iiberall die des Vakuums. Werden sie von dem gleichen a 
_ Strom durchflossen und betragt fiir den Abschnitt von 1 m Lange die Kraft der Leiter A 
~ aufeinander 2-10-7N = 2-107? kg m/s’, so hat der Leitungsstrom die Starke 1 A. 

2 _ Aus einer solchen definierenden MeBvorschrift wird natiirlich erst dadurch eine vollstandige 
_ Definition der physikalischen GroBe, da8 man angibt, durch welche Gleichung die MeBvor- 
_ schrift ausgelegt werden soll. Gemeint ist hier die GrdBengleichung 


2 
jaca aaa (1.2) oe: 
22S ae a 


sg ist aie Krait, J die Stromstarke in den beiden Leitern, s ihr gegenseitiger Abstand, / die 
* oa betrachtete Lange des Leiters, wy die Induktionskonstante. Setzt man die Werte der Normal- 
- anordnung ein: 


oe f _ 2-10 7kg m/s? = oe ; (1.3) 


E 
so erhalt man entweder die Einheit der Stromstarke 


= 4nakgm 2 
ee. & 1A= ———_. 1 Be: 
Ee = = age (1.4) 


j _ oder die Induktionskonstante 


~ _ 4nkgm : 
: Ho = ort at (1-5) 


1 Einheiten sind kohdrent (oder: aufeinander abgestimmt), wenn in der sie verbindenden Einheiten- 
_ gleichung der Zahlenfaktor exakt eins ist. 
=, 2 Wenn man will, kann man mit der Abkiirzung wx. = fy: 10°/4 die Gleichungen formal einfacher 
_ schreiben. 
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Selbstverstandlich laBt sich auch fiir my eine idealisierte definierende MeBvorschrift angeben, 
in die Substanzeigenschaften nicht eingehen. Man kann m, zum Beispiel an einer Spule aus 
der Messung elektrischer Gré8en und geometrischer Abmessungen bestimmen: 


ae (1.6) 


hierin ist L die elektrisch gemessene Selbstinduktivitéat und 4 ein Faktor von der Art einer 
Lange, der durch die geometrische Gestalt der Spule und die Windungszahl bestimmt ist. 
Durch Wahl und Idealisierung einer Normalanordnung werden sowohl der geometrische Fak- 
tor A hinreichend scharf definiert, als auch die elektrischen MeBgréBen, durch die L be- 
stimmt wird’. 


Man braucht in jedem Fall eine definierende MeBvorschrift und eine definierende GréBen- 
gleichung. 


2. Ganzzahlige und gebrochene (halbzahlige) Exponenten 


Nach (1.4) ist die Stromstarkeeinheit bestimmt durch ein Potenzenprodukt der vier selb- 
standig bestimmten (voneinander unabhangigen) GréBen m, kg, s und wy; gebrochene (halb- 
zahlige) Exponenten kommen vor. Man erinnert sich, da dasselbe fiir die CGS-Einheiten in 
der iiblichen Schreibweise gilt. Mit (1.4) ergeben sich zahlreiche abgeleitete Einheiten gleich- 
falls mit gebrochenen Exponenten, zum Beispiel die koharente Einheit der elektrischen Span- 


nung Volt: 
CVS es i (2.1) 


As s 42 


die Eigentiimlichkeit der gebrochenen Exponenten ist also keineswegs etwa auf die CGS-Ein- 
heiten beschrankt; nur mit Berufung auf diese Eigenschaft allein kénnte man sie nicht ab- 
lehnen. Mit den vier voneinander unabhangigen GréBen m, kg, s und A treten nur ganzzahlige 
Exponenten auf, wie schon (1.5) gezeigt hat; zum Beispiel wird 
kg m? 

1.Vi==At ae (2.2) 
Man kann gebrochene Exponenten hinnehmen oder ablehnen*; diese Eigenschaft ist, wie die 
Definition des Ampere im Abschnitt 1. gezeigt hat, nicht von entscheidender Wichtigkeit. 
Hingenommen hat man die gebrochenen Exponenten hundert Jahre lang bei den CGS-Ein- 
heiten, obwohl man diese ganz offensichtlich leicht von Anfang an gleichfalls mit ganzzahligen 
Exponenten hatte schreiben kénnen. Hierauf kommen wir noch zuriick. 


3. Gesetzliche Fundamentaleinheiten und abgeleitete Einheiten 


Die GroSen m, kg, s, A sind als Fundamentaleinheiten international beschlossen worden 
und sind als Fundamentaleinheiten in zahlreichen Landern Gesetz geworden. MuB8 man sich 
darum, aus diesem oder jenem oder aus beiden Griinden, auf den Standpunkt stellen, daB die 
abgeleiteten Einheiten nicht anders, sondern nur als Potenzenprodukte dieser Fundamental- 
einheiten angegeben werden diirfen? Dann mii&te zum Beispiel der elektrische Widerstand 
eines Stromleiters angegeben werden als ein Vielfaches von 1 kg m?/s?A?, die elektrische Lei- 
stung (eines Kraftwerkes, einer Sendeantenne) als Vielfaches von 1 kg m?/s® usw. Diese extrem 


3 Ebenso, wie bei der Definition des Ampere, gehért auch hier zu den Idealisierungen, da die Permea- 
bilitat wberall den Vakuumwert hat, und daB der Durchmesser des stromdurchflossenen Leiters vernach- 
lassigbar ist. Dann ist zum Beispiel der magnetische InduktionsfluB ® der Spule, der elektrisch durch einen 
Induktionsversuch festgestellt wird, gentigend scharf definiert, und es ist w) = ®/1 A. Theoretisch befrie- 
digender ist es, die Bestimmung der gesamten magnetischen Energie W,, heranzuziehen, denn fiir diese ist 
die Einheit 1 J nach Definition (1.1). Dann wird py = 2 W,,/1?A. 

4 Ist die Zahl der von einander unabhangigen Fundamentaleinheiten gegeben, so laBt sich angeben, bei 
welcher Wahl ganzzahlige Exponenten auftreten. Das Kriterium hierfiir hat R.FLEiscHMANN gefunden 
(Z. Phys. 129 (1951) S. 377—400; 138 (1954) S. 301—308 u.a.). 
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legalistische Auffassung ist wohl nur dann vertretbar, wenn juristisch verbindliche Angaben 
gemacht werden miissen, die sich unmittelbar auf das Gesetz tiber die Fundamentaleinheiten 
beziehen sollen. Sonst aber geht sie an den Wirklichkeiten der Physik und den Bediirfnissen 
der Technik vorbei. 


4. Die Masseneinheit als Fundamentaleinheit der Elektrizitatslehre. 
G. Giorgi und G. Mie 


Die Masse, als die eigentliche GrundgréBe der Mechanik, ist ein fremdes Element in der 
Elektrizitatslehre, und dasselbe gilt fiir jede Masseneinheit. — Es gibt wohl kaum eine Er- 
scheinung, die man weniger mit dem Begriff der mechanischen Masse verbindet, als die elektro- 
magnetische Welle im leeren Raum, der eben deswegen leer genannt wird, weil man jede Masse 
aus ihm entfernt gedacht hat. Die elektromagnetische Welle im Vakuum fiihrt Energie mit 
sich. Die Flachendichte der Leistung hat die Einheit kg/s*. Da8 gerade hier die elektrischen 
Gro8en verlorengegangen sind und die mechanische GréBe : Masse aufgetaucht ist, erscheint 
dem Physiker und dem Elektrotechniker wohl mit Recht als gesucht, als weit herbeigeholt. 
Er vermag auch in dem Quotienten einer Masse durch einen Zeitkubus weder einen Hinweis auf 
die Definition, noch auf die Messung der GréBe zu sehen. 

Schon im Jahre 1901 hat G. Grorc! ausgesprochen, da8 man ein System von Einheiten, das 
fiir das ganze Gebiet der Mechanik und auch der Elektrizitatslehre koharent ist, dadurch erhalt, 
da8 man zu den Einheiten m, kg, s eine elektrische Einheit unabhangig und koharent festlegt. 
Es mag zunachst verwunderlich erscheinen, warum denn nicht damals alsbald diese wichtige 
Erkenntnis zur Erschaffung und Anerkennung eines Einheitensystemes gefiihrt hat, das diese 
niitzliche Eigenschaft aufwies. Man darf wohl einen Grund dafiir in der Tatsache vermuten, 
daB auch hier eine Masseneinheit als eine Fundamentaleinheit der Elektrizitatslehre auftrat, 
gerade so, wie die Masseneinheit g der CGS-Einheiten der Elektrizitatslehre. Elektrische Ein- 
heiten, die mit einer Masseneinheit abgeleitet sind, sind unanschaulich. 

Im Jahre 1910 hat G. MIE als erster hervorgehoben, da die Messungen aller elektrischen 
und auch aller magnetischen GroBen gegriindet sind auf Messungen von elektrischen Str6men 
(Stromst6Ben, Ladungen), elektrischen Spannungen (Spannungsst6Ben, FluBanderungen), 
Zeiten und Langen. Unter Berufung darauf hat er gefordert, daB die Einheiten ausgedriickt 
werden sollen durch voneinander unabhangige Einheiten der Stromstarke, der Spannung, der 
Zeit und der Lange. Als erster hat er diese Auffassung konsequent durchgefiihrt®. 


Die mit 1 V = 1 J/As umgeschriebenen Gln. (1.1) und (1.5), naémlich 


TASS) Neeeer neat ke mtis2 (4.1) 
und 
V 
Mo = C— (4.2) 


kénnen wir daher so verstehen, daB durch die erste das Produkt AV, durch die zweite der 
Quotient V/A festgelegt wird. Fiir (4.1) mag man etwa an eine Kraft- oder besser Energie- 
Vergleichsmessung denken, fiir (4.2) an eine Spulenmessung (1.6); diese Messungen sind dann 
so auszulegen, daB diese beiden Gleichungen erfiillt werden; genau diese Auffassung hat G. MIE 
vertreten®. 


5 Miz, G.: Lehrbuch der Elektrizitat und des Magnetismus, Stuttgart 1912, Vorwort. 

® Mir, G.: Lehrbuch..., 2. Auflage 1941, Kap. 10, ebenso 3. Auflage. — Urspriinglich (1910) hatte Mir 
die Ladungseinheit 1 Ajpts und die durch das WeEston-Normalelement gegebene Spannungseinheit 1 Vint 
gewahlt, denn diese waren zu jenem Zeitpunkt die durch Gesetz festgelegten Einheiten (die erste unmittelbar 
durch das Ampere Ajy_ des Silbervoltameters, die zweite mittelbar durch den Widerstand Qint des Queck- 
silberfaden-Ohms). Dann war die Energie-Einheit 1 Ajats Vint der Elektrizitatslehre unabhangig von der 
Energieeinheit der Mechanik, und das elektrisch-mechanische Energiedquivalent war durch Messung zu be- 
stimmen: 1 Aint S Vint = (f 9?) kg m?/s?. Selbstverstandlich ist Mire dann auf die Einheit A und V in der 
oben gegebenen Auslegung der Gln. (4.1) und (4.2) tibergegangen. 
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5. Praktische Darstellung der Einheiten 


Obwohl die Masseneinheit kg die Fundamentaleinheit ist, aber nicht die Spannungsein- 
heit V, driickt man seit 50 Jahren die Einheiten der elektrischen und magnetischen Gré8en 
aus mit A und V als Grundeinheiten. In den aus diesen abgeleiteten Einheiten vermag man 
haufig ein definierendes MeBverfahren oder eine GréBendefinition zu erkennen. 

Man nennt daher wohl zweckmaBig diese von MIE aufgebrachte Ausdrucksweise die prak- 
tische Darstellung der Einheiten. 

Worin liegt ihre Berechtigung ? Sie ist dadurch hinreichend und vollstandig begriindet, daB 
die Einheitengleichung (2.2) besteht und allgemein anerkannt ist, so daB iiberall 


ONES? 
a 


fk erent, (5-1) 
eingesetzt werden kann. 

Mit der gleichen Rechtfertigung, namlich daB eindeutige, verbindende Einheitengleichungen 
bestehen, kann man natiirlich anstelle von A und V auch andere Einheiten wahlen, etwa 
Coulomb C und Weber Wb, denn fiir diese bestehen die Einheitengleichungen 1C =1 As 
und 1 Wb = 1 kg m?/s?A. 

Ebenso ist es berechtigt, und nicht etwa anstdBig, nach praktischem Bediirfnis ein exaktes, 
zum Beispiel dezimales Vielfaches einer Fundamentaleinheit zu benutzen. Seitdem man zu der 
Mieschen praktischen Darstellung der Einheiten (mit A und V) iibergegangen ist, weiB man, 
daB sich in der Praxis der Physik und der Elektrotechnik in vielen Fallen mit der Einheit 
cm = 10 27m bequemere (handlichere, anschaulichere) Zahlenwerte ergeben. Das hangt damit 
zusammen, daB zum Beispiel bei flachen- und raumbezogenen GréBen der Bezug auf das 
Meterquadrat und auf den Meterkubus oft in keinem giinstigen Verhaltnis zu den praktischen 
Gegebenheiten steht. Natiirlich ware es verfehlt, das Zutreffen dieser Behauptung mit einer 
Statistik untersuchen zu wollen. Auch darf der Wert der Anschaulichkeit keineswegs iiber- 
schatzt werden. Wahrend sie dem reinen Theoretiker ein véllig fremder Begriff ist, weiB 
allerdings doch der erfahrene Zahlenrechner sie richtig einzuschatzen. 

Jedenfalls ware es ein Irrtum anzunehmen, die abgeleiteten Einheiten diirften nur mit der 
Langeneinheit 1 m gebildet werden, und zwar deswegen, weil 1 m, aber nicht 1 cm die Fun- 
damentaleinheit der Lange in dem ,,Internationalen Einheitensystem“ ist. Wollte man die 
Auffassung folgerichtig einhalten, da8 abgeleitete Einheiten nur mit den Fundamentalein- 
heiten dieses Systemes ausgedriickt werden diirfen, so diirfte man die abgeleiteten Einheiten ~ 
auch nicht mit Hilfe der Spannungseinheit Volt ausdriicken, sondern nur mit der Massen- 
einheit kg. 

Schreibt man die elektrischen Einheiten mit A, V, s und cm, so erhalt man selbstverstand- 
lich genau so, wie mit der Einheit m, ein in der ganzen Elektrizitatslehre koharentes System 
abgeleiteter Einheiten. Die Einheit der Kraft wird 


AsV 


(Fie = 1 as 10° N ==10" dyn: (5.2) 


fiir sie hat Mrz den Namen Sthen gebraucht’. Die Koharenz mit den Einheiten der Mechanik, 
die aus m, kg und s gebildet sind, ist also verloren gegangen; allerdings spielt innerhalb der 
Elektrizitatslehre diese Koharenz auch keine wesentliche Rolle. Die mit cm gebildeten Ein- 
heiten haben auBer dem oben erwahnten Vorteil noch den anderen, da8 die Ubersetzung der 
CGS-Einheiten in diese Einheiten recht einfach wird. Hierauf kommen wir im 6. Abschnitt 
zuriick. 

In der Literatur der letzten Jahre werden in wachsendem MaB die Einheiten ausgedriickt 
als Potenzenprodukte von A, V,s und m. Um nur die Einheit m beniitzen zu kénnen, nimmt 
man oft unbequeme Zahlenwerte und unn6tige Zehnerpotenzen in Kauf. Aber die Darstellung 


? Wortklang und Schriftbild schlieBen wohl eine Verwechselung mit der franzésischen Einheit sthéne 
sa = kg km/s* aus. — Die Einheit der Masse wird [m]mie = 1 A V s3/cm? = 104kg = 10? g; praktisch ist 
nur (5.2) von Bedeutung. 
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der Einheiten mit cm statt mit m ist genau so einwandfrei, wie ihre Darstellung mit V statt 
mit kg. Auch ist fiir Umrechnungen die Einheitengleichung cm = 107? m wohl kaum schwie- 
riger zu handhaben als die Einheitengleichung V = kg m?/s°A. 

Es erhebt sich hier die Frage, ob der praktische Physiker und Elektrotechniker sich und 
anderen einen Gefallen tut, wenn er sich sklavisch an ein Einheitensystem halt. Hierauf 
kommen wir im 7. Abschnitt zuriick. 


6. Die Ubersetzung der alten Einheiten 


Gegenwartig ist die Meinung wohl allgemein, daB man kiinftig besser daran tut, von Ein- 
heitensystemen tiberhaupt nicht mehr zu sprechen. Aber auch in diesem Bereich ist es not- 
wendig, ganz klar auseinanderzuhalten, welche A bsichten man fiir die Zukunft hegt, und welchen 
Nutzen man von der Vergangenheit haben will. Ein Jahrhundert physikalischer und elektro- 
technischer Literatur ist nicht mit den Einheiten A und V geschrieben, sondern mit CGS-Ein- 
heiten verschiedener Art und mit den Einheiten A;,, und Vint = Qint Vint. Will man also von 
der Arbeit von Generationen Nutzen haben und nicht etwa véllig von Neuem beginnen, so 
muf man die in den alten Einheiten gemachten Angaben iibersetzen kénnen in die heutigen 
Einheiten. Eine systematische Theorie der Einheiten hat daher heute keine wichtigere Auf- 
gabe als die, einwandfreie und einfache Hilfsmittel fiir diese Ubersetzung zur Verfiigung zu 
stellen. 


I. Die Ubersetzung der Ag-Hg-Einheiten, die frither die internationalen Einheiten genannt 
wurden, ist einfach: Schreibt man 


Qint Vint Aint _ Aint S Vint __ 2 
cae moe femk mete pire bilo (6.1) 


so sind diese Umrechnungszahlen Aquivalente, die empirisch festgestellt werden miissen. Seit 
1946 kennt man die MeBwerte 


= 1,00049 und #4 = 1,00034, (6.2a) 
woraus folgt 
g = 0,99985 und #g* = 1,00019. (6.2b) 


Diese Zahlen kénnen also mit 1 verwechselt werden, wenn die Ungenauigkeit nicht kleiner 
sein muB, als 5- 1074. 

II. Die Einheiten aller Arten, auch die CGS-Einheiten, kann man ausdriicken als Potenzen- 
produkte der Stromstarkeeinheit, der Spannungseinheit, der Zeiteinheit und der Langeneinheit ; 
dann sind die Exponenten ganze Zahlen. Hierauf ist die Tabelle 1 gegriindet. Man erhalt 
aus ihr: 

a) die praktischen Einheiten, diese ausgedriickt als Potenzenprodukte der Einheiten A, V, s 
und m, indem man ersetzt 


Se SiS ae ee (6.3) 
Diese Einheiten bilden ein koharentes, rationales System§, sie passen zu rational geschriebenen 


Zahlenwertgleichungen und GroBengleichungen, daher ist fiir sie y = 1. Fiir die vollig unge- 
brauchliche nichtrationale Variante ware einzusetzen m = 4 2. 


b) die elektromagnetischen CGS-Einheiten, indem man die elektromagnetischen CGS-Ein- 
heiten der Stromstarke und der Spannung und die Langeneinheit cm einsetzt: 


See eae u VS [U] A = CMs; (6.4) 


m? 


c) die elektrostatischen CGS-Einheiten, indem man die elektrostatischen CGS-Einheiten der 
Stromstarke und der Spannung und die Langeneinheit cm einsetzt: 


a=([I),, v=(U],, d=cm. (6.5) 
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Die Zahlenwertgleichungen der CGS-Systeme sind ganz vorwiegend nichtrational geschrieben 
worden; fiir die hauptsachlich vorkommenden nichtrationalen$ CGS-Einheiten ist einzusetzen 
gy = 4a. Fiir die seltene rationale Variante ist p = 1. 

Nachdem man aus der Tabelle fiir eine betrachtete GréBe die zwei oder drei Einheiten 
hergestellt hat, die interessieren, mu8 man fiir die Ubersetzung der Einheiten und daher auch 
der Zahlenwerte nur noch wissen, in welchen Verhaltnissen zueinander die in a), b), c) ge- 
nannten Einheiten stehen. Es bestehen exakt die Gleichungen 


[I], =10A, (, = "A — = eae (6.6) 
es 10S [U], = V=alU],,. - (6.7) 

Hier ist « der Zahlenwert der Vakuumwellengeschwindigkeit c, in cm/s: 
ao = —9_ = 2,99792- 107. (6.8) 


cm/s 

Diese Zahl kann also mit 3 verwechselt werden, wenn die relative Ungenauigkeit nicht kleiner 
sein muB, als 7- 10-4. Bei den Umrechnungen treten die in Tabelle 2 angegebenen Zahlen- 
faktoren auf und allenfalls die in (6.2a, b) genannten. — Durch Ausfiihrung der hier genannten 
Schritte erhdalt man Umrechnungstabellen, die an anderer Stelle angegeben worden sind?®, 
ebenso wie die zugehérigen Zahlenwertgleichungen, Gré8endefinitionen und GréBengleichungen. 

Die Beziehungen (6.6) und (6.7) kommen wie folgt zustande: Bei Befolgung gewisser sehr 
allgemeiner Grundsatze, tiber die an anderer Stelle berichtet ist! ®, ergeben sich die nicht- 
rationalen CGS-Einheiten der Stromstarke und der Spannung zwingend zu 


(Ty =—Vecm- 47g, — [U]n =z Vg cm®- poo/4 ze, (6.9) 


i= =V8 cm3- 4% &, WOM c= ~ /gcm/4 7 ep. (6.10) 


Dabei ist die universelle GroéBe ¢) nicht unabhangig, vielmehr gilt 


1 
Mo 
Benutzt man diese Beziehung zusammen mit der Abkiirzung « (6.8), beachtet man die Ein- 
heitengleichungen cm = 10°? m und g = 10-*kg und vergleicht man mit A in (1.4) und V 
in (2.1), so ergeben sich die in (6.6) und (6.7) angeschriebenen Zusammenhange. Diese Be- 
ziehungen sind Gleichungen, nicht etwa Entsprechungen (Korrespondenzen). Nur mit 
Gleichungen kann man rechnen, Entsprechungen besagen mathematisch nichts und sind 
darum als Hilfsmittel fiir Umrechnungen unbrauchbar, sie sind lediglich Gedachtnishilfen . 
Mit dem Umrechnungsfaktor zweier Einheiten kennt man zugleich den Umrechnungsfaktor 
der zugehérigen Zahlenwerte: Wird dieselbe GréBe G mit der Einheit [G], durch {G}, [G], und 
mit der Einheit [G,] durch {G}, [G], ausgedriickt, so ist 


(Gh (Gh, _ 

{Gj}, [Gh 
der Umrechnungsfaktor der Zahlenwerte ist der Kehrwert des Umrechnungsfaktors der Ein- 
heiten. 


oy == 


(6.11) 


’ 


8 Der wichtigste (nicht der einzige) Unterschied zwischen rationalen und nichtrationalen Definitionen 
besteht in folgendem: man hat parallel definiert eine nichtrationale magnetische Feldstarke H’ und eine 
rationale H, ebenso eine nichtrationale Verschiebung D’ und eine rationale D; es gilt H’ = 4a H und 
D’ = 4a D. — Naheres vel. °. 

® Fiscuer, J.: Gré8en und Einheiten der Elektrizitatslehre. Berlin, Gottingen, Heidelberg 1961. 

10 WaLtot, J.: Handbuch der Physik, herausgeg. von H. Gricrr und K. Scurer, Band I Kap, 1S: 
1—41: Berlin: Springer 1926. — GrdSengleichungen, Einheiten und Dimensionen, 1. Aufl. Leipzig 1953, 
2. Aufl. 1957. — FiscueEr, J.: Arch. Elektrotechn. 45 (1960) S. 225—232. 

11 Vgl. hierzu FuBn. 10: J. FiscHer, 


—- 


XLVI, Band 
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Tabelle 1. Einheiten in zusammengefa8ter Darstellung. 


| 
Einheit ftir Einheit fiir 
Energie [W] =asv el. Feldstarke [E) = = 
rauml. Energiedichte {w)] = atels el. Verschiebung [Di = = bs 
B Pp Vv 2 
as 
Kraft i _ Dielektr.-Konstante [e] = = 
A pva 
avs? cei G as 
Masse [m] = 2B el, Polarisation V2) = or 
i vA 
spez. el. Widerstand (al == — 
a 
; | f i ets 
el. Spannung (Og ay magn. Induktion | oy = 72 
| 
el. Stromstarke | [j= a magn. Feldstarke | Weg — 
1? 
| 
| : 
el. Widerstand | ieee af Permeapilitat ah ae 
a ad 
Au tot . vs ty Si Pvs 
Induktivitat LS —— magn. Polarisation i= sr 
| a ) 
oe ata 1aS Qvs 
Kapazitat (G) ==— magn. Leitwert Al eo 
| Vv 


Tabelle 2. Umrechnungsfaktoren in Zahlen. 


4% = 12,566 371 | 1/4% = 0,079 577 
V4u% = 3,544 908 | 1//40 = 0,282 095 
Geet 21907 92-10% —— 4 ]o = 0,333)504 1070 
a2 = 8,987 52-107 | 1/a? = 0,111 265 - 10-20 
ARTTAC aS 7h OV 2A LO xe = 0,026 544+ 10710 


47t a= 112,490- 107° 


| 1/4 mo 


1/4 7 


= 0,008 8542 - 10720 


7. Systemeinheiten und zugeschnittene GréBengleichungen 


International vereinbart sind: 1. die sechs voneinander unabhaingigen Fundamentalein- 
heiten m, kg, s, °K, A, cd, 2. die Benennung ,,Internationales Einheitensystem“ fiir die Ein- 
heiten, die aus diesen Fundamentaleinheiten abgeleitet sind, 3. die Namen zahlreicher Ein- 
heiten, die koharent als Potenzprodukte aus den Fundamentaleinheiten abgeleitet sind (zum 
Beispiel die Namen Joule, Volt, Coulomb, Weber . ..). 

Fiir die praktische Rechnung mit Zahlenwerten und Einheiten bestehen vornehmlich zwei 
Moglichkeiten: Man kann sich erstens absolut konsequent an ein einziges Einheitensystem 
halten, bevorzugt natiirlich an das Internationale. Jede Angabe, die mit einer systemfremden 
Einheit gemacht ist, rechnet man auf die entsprechende Systemeinheit um, bevor man in die 
eigentliche Rechnung eintritt. Extrem groBe und extrem kleine Zahlenwerte beherrscht man 
mit Zehnerpotenzen und mit den vereinbarten Einheiten-Vorsatzen. — Nun streben aber, wie 
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schon oft ausgesprochen wurde, Physik und Technik infolge ihrer unendlich vielgestaltigen 
Bediirfnisse eher von jedem Einheitensystem weg, als zu einem Einheitensystem hin. Das 
Streben geht vielmehr nach handlichen (anschaulichen™, durch iiberschlagige Rechnung zu 
bewaltigenden) Zahlenwerten im vorgelegten Einzelfall. Diesem Streben kommen im weitesten 
MaB entgegen die zugeschnittenen GroéBengleichungen. Eine solche wird dadurch erhalten, daB 
die allgemeine Gro8engleichung durch eine ihr entsprechende Einheitengleichung dividiert 
wird, in der gewiinschte Einheiten auftreten; man ordnet dann die Glieder der Gleichung so, 
daB jede GréBe durch eine zugehorige Einheit dividiert auftritt. Jede Einheitengleichung ist 
zulassig, sie braucht nicht etwa zwischen koharenten Einheiten zu bestehen, iiberhaupt nicht 
zwischen Einheiten, die einem und demselben Einheitensystem zugehéren; man ist in der 
Wahl der Einheiten vdllig frei, im Gegensatz zum Rechnen mit Einheiten eines Systemes. Eine 
weitere Vereinfachung entsteht, wenn man die Werte von Konstanten einsetzt, die allenfalls in 
der allgemeinen GréBengleichung enthalten sind. Zahlenwertgletchungen sind nur anwendbar, 
wenn man die zugehérigen (passenden) Einheiten weiB, und ohne diese sind sie unbrauchbar. 
Bei wiederholter Benutzung einer nicht zugeschnittenen (allgemeinen) GroBengleichung muB 
man in jedem einzelnen Rechnungsgang von vorne anfangen, mu also unter Umstanden ge- 
wisse Teile der Rechnung, wie das Einsetzen von Konstanten und das Umrechnen von Ein- 
heiten, jedesmal wiederholen. Diese Teile des Rechnungsganges sind bei der zugeschnittenen 
GréBengleichung ein fiir alle Mal durchgefiihrt. Sie ist daher immer dann vorteilhaft, wenn 
mit der Gleichung éfter gerechnet wird und wenn die vorgegebenen (gewahlten) Einheiten 
nicht koharent sind. Nur Beispiele vermégen von diesem wirksamsten Hilfsmittel der prak- 
tischen Rechnung zu iiberzeugen!®. Ein Einheitensystem, und erstrecht ein koharentes Ein- 
heitensystem, fasziniert freilich den Theoretiker, den Bediirfnisse der Praxis wenig beschwe- 
ren; den immer wieder verschiedenen Bediirfnissen der Physik und der Technik ist aber nicht 
das Rechnen in einem einzigen System koharenter Einheiten angepaBt, sondern das Rechnen 
mit zugeschnittenen GroBengleichungen unter Benutzung systemlos gewahlter, dem Einzelfall 
angepaBter Einheiten. 


Prof. Dr.-Ing. J. FIscHER, Technische Hochschule Karlsruhe 


12 Anschaulichkeit ist ein subjektives Merkmal, denn sie ist weitgehend bestimmt durch Gewohnung und 
praktische Erfahrung. 
13 Zum Beispiel ist die Selbstinduktivitat L einer Leitung aus zwei gleich dicken, parallelen Runddrahten, 
deren Radius klein ist gegentiber dem Abstand b der Drahtachsen, im Vakuum gegeben durch 
l b 
Lie Ines (7-1) 
nm Y 
list die Lange der Leitung, wy die Induktionskonstante. Auf dem oben genannten Wege wird hieraus die fiir 
den praktischen Gebrauch der Freileitungstechnik zugeschnittene GréSengleichung (mH Millihenry): 


Je, 0,921 1 b/cm 
19 10 


mH km y/[cm (7-2) 


Hier ist also das Einsetzen der Konstanten yp, a und In 10 und das Umrechnen der Einheiten ein fiir alle Mal 
besorgt. Wiirde man die nicht zugeschnittene Gré®engleichung (7.1) zur Rechnung benutzen, so miiBte man 
diese Rechnung jedesmal aufs Neue durchfiihren. Die Zahlenwertgleichung 


b 
L = 0,921 (slog =| (7-3) 


ist nur dann verstandlich und anwendbar, wenn fiir L, J, b, y die Einheiten angegeben werden, fiir die die 
Gleichung gilt. 
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Berechnung der Wirkverluste von Transformatorenwicklungen 
unter Beriicksichtigung des tatsdachlichen Streufeldverlaufes 


Von 


WERNER DIETRICH, Niirnberg 


Mit 6 Textabbildungen 


(Eingegangen am 25. Mai 1960) 


Ubersicht: Das wirkliche Transformatorstreufeld weicht infolge von Randeffekten, Inhomogenitaten der 
Durchflutung, Herausschaltung von Wicklungsteilen usw. von der Annahme eines ausschlieBlich parallel zum 
Streukanal zwischen Ober- und Unterspannungswicklung verlaufenden Streufeldes ab, die den FiELDschen Be- 
ziehungen fiir die Berechnung der Wirkverluste in den Wicklungen zugrunde liegt. In der vorliegenden Arbeit 
werden Formeln fiir die Wirkverluste von Transformatorenwicklungen unter Beriicksichtigung des tatsach- 
lichen Streufeldverlaufes entwickelt. 


1. Einleitung 


Transformatorenwicklungen werden im Betrieb von Streufliissen, d.h. auBerhalb des 
Eisenkernes verlaufenden magnetischen Fliissen, durchsetzt. Die Bestimmung der in diesen 
Wicklungen entstehenden Wirkverluste erfolgt anhand der von FIELD [1], EMDE, RICHTER, 
ROGOWSKI u.a. angegebenen Beziehungen. Die Wicklungen werden dabei in Nuten ein- 
gebettet gedacht, in denen das Streufeld ausschlieBlich quer zur Nut verlauft (vgl. z. B. [2]). 

Bei Transformatoren mit Rohrenwicklungen ist dieses idealisierte Streufeld axial gerichtet, 
d. h. es verlauft parallel zur Achse des die Wicklungen tragenden Schenkels des Eisenkernes 
sowie zum Streukanal zwischen Ober- und Unterspannungsrohre, und wird als ,,Haupt-“‘ 
oder ,,Langsstreufeld‘‘ bezeichnet (bei Transformatoren mit Scheibenwicklungen sind die 
auf die jeweilige drtliche Lage bezogenen Bezeichnungen sinngem4B abzuandern). Senkrecht 
zur Schenkelachse verlauft die Langsstreufeldstarke innerhalb der stromdurchflossenen 
Wicklungen linear; auBerhalb der Wicklungen verschwindet sie bzw. hat sie einen konstanten 
Wert. In axialer Richtung ist die Streufeldstarke konstant. 


Das tatsachlich auftretende Streufeld weicht von dieser idealisierten Verteilung aus 
folgenden Griinden ab: 


a) Auch bei vollig homogenen Wicklungen, d.s. Wicklungen mit gleicher Wickellange, 
gleicher axialer Lage und konstanter Durchflutung je Querschnittseinheit, wird infolge der 
Randeffekte des magnetischen Feldes die Langsstreufeldstarke in den oberen und unteren 
Teilen der Wicklungen kleiner als in den Wicklungsmitten. Gleichzeitig tritt eine senkrecht 
zum Streukanal gerichtete ,,Querkomponente“ der Streufeldstarke auf, die ihren Héchstwert 
an den oberen und unteren Begrenzungen der Wicklungen erreicht, wahrend sie im mittleren 
Teil der Wicklungen praktisch verschwindet. Diese Querfeldstarke wird im allgemeinen fiir 
die innere und die 4uBere Wicklung verschiedene Werte erreichen und auch langs des Umfanges 
der Wicklungen nicht konstant sein. 


b) Zusatzlich zu der eben erwahnten Querkomponente der Streufeldstarke treten weitere 
Querstreuungen senkrecht zum Streukanal auf, wenn die Wicklungen nicht im obigen Sinne 
homogen sind, also z. B. bei: 


1. Lagenwicklungen mit axia! abgestuften Langen der Lagen. 


2. R6hrenwicklungen aus Scheibenspulen mit unterschiedlichen Windungszahlen pro 
Spule, verschiedenen Kupferabmessungen und/oder ungleich groBen Radialkanilen. 
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3. Ungleichen axialen Langen der Wicklungen oder axial gegeneinander verschobenen 
Wicklungen. 


4. Herausschaltung von Wicklungsteilen. 


5. Unvollkommener Parallelschaltung von Wicklungszweigen. In diesem Falle rufen die 
Ausgleichsstréme Verzerrungen des Streufeldes hervor. 


6. Zusatztransformatoren zur Einstellung der Ubersetzung unter Last mit Strémen ver- 
schiedener Phasenlage innerhalb einer Wicklungslage. 


Eine hinreichend genaue Bestimmung der numerischen Werte der magnetischen Streufeld- 
starkekomponenten wird durch die Anwendung von Digitalrechenmaschinen ermdglicht 
~ [3], [4]. 

Uber die Verluste in Wicklungen, die gleichzeitig von Langs- und Querstreufeldern, d. h. 
von beliebig gerichteten resultierenden Streufeldern, durchsetzt werden, finden sich im Schrift- 
tum nur allgemeine Angaben sowie Berechnungsformeln ohne Einzelheiten tiber Annahmen, 
Naherungen und Giiltigkeitsbereich. So schlagt z.B. H. O. STEPHENS [5] vor, Wicklungen 
mit Liicken, inhomogenen Durchflutungen o. 4. durch Uberlagerung zweier fiktiver An- 
ordnungen zu ersetzen, von denen die eine fiir das Langsstreufeld und die andere fiir das 
Querstreufeld homogen ist. Fiir die beiden Falle werden die Wirbelstromverluste getrennt 
bestimmt; die gesamten Wirbelstromverluste erhalt man durch Addition beider Anteile. 
Allerdings legt STEPHENS fiir beide Anordnungen nur die idealisierten Feldverlaufe zugrunde, 
d. h. im ersten Fall ein reines Langsstreufeld, im zweiten ein reines Querstreufeld, und ver- 
nachlassigt die u. U. eine erhebliche Rolle spielenden Randeffekte der Streufelder. BLANKEN- 
BURG [6] gibt ohne Ableitung eine Formel fiir die Wirbelstromverluste von Transformatoren- 
wicklungen in Langs- und Querstreufeldern an, wobei er die durch die einzelnen Feldstarke- 
komponenten entstehenden Verlustanteile addiert. Seine Untersuchung beriicksichtigt jedoch 
nur die Randeffekte des Streufeldes homogener Wicklungen. BLANKENBURG nimmt fiir das 
hierdurch entstehende Querstreufeld von der axialen Wicklungsmitte bis zu den oberen bzw. 
unteren Wicklungskanten einen linearen Verlauf an und setzt in die Formel eine mittlere 
fiktive Querinduktion ein. Zudem verwendet er nur Naherungsbeziehungen fiir beschrankte 
Leiterabmessungen. 

SchlieBlich sei noch auf eine Untersuchung von W. STEIDINGER [7] hingewiesen. Hier 
wird das Zusatzverlustproblem unter Beriicksichtigung der Randeffekte behandelt. Die 
Ergebnisse sind jedoch auf Transformatoren nur in seltenen Sonderfallen anwendbar, weil 
STEIDINGER sich auf eine einlagige Wicklung mit einem Leiter beschrankt. 


2. Berechnung der elektrischen und magnetischen Feldstarkekomponenten 
sowie der Stromdichte 


Die Leiter werden als gestreckt und unendlich lang senkrecht zu einer vertikalen Schnitt- 
ebene, in der die Achse der R6hrenwicklung liegt, betrachtet, so daB ein ebenes (zweidimensio- 
nales) Problem vorliegt. Die Kriimmung der Wicklungen wird vernachliassigt. Die vor- 
gegebenen Komponenten der Streufeldstarke sollen langs der Leiter sowie an den Leiter- 
auBenflachen, in deren Ebene sie liegen, jeweils konstant sein. Die erste Forderung bedeutet, 
daB das Streufeld langs des Wicklungsumfanges als konstant angenommen wird; die zweite 
Forderung ist bei nicht zu groBen Leiterabmessungen in guter Anndherung erfillt. 

Die zu untersuchenden Wicklungen werden in homogene Teile zerlegt, die konstante 
Durchflutung je Querschnittseinheit, gleiche Leiterquerschnitte sowie in axialer und radialer 
Richtung jeweils gleiche Abstande zwischen den Windungen aufweisen. 

Bild 1 zeigt die Wicklung bzw. den Wicklungsteil, dem der betrachtete Leiter (f, qg) (g-te 
Windung der f-ten Lage) angehdrt. Dieser ist in Bild 2 vergréBert dargestellt (die Feldver- 
drangung innerhalb der Leiter wurde bei Darstellung der Streufeldverteilungen vernach- 
lassigt). Ftir die Komponenten der magnetischen Feldstarke an den LeiterauBenflachen 


wird die Annahme gemacht, daB H,, und H,,_, unabhangig von der Koordinate x und daB 
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sy‘(e 
(*y) Windung 
Tt 
as 
e 
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q-! 
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magn. Querfeldstarke 


magn. Liingsfeldstarke 
Hy 


Ss 


> 


Bild 1, Querschnitt durch den Wicklungsteil mit m Lagen zu je » Windungen und zugehorige Streufeldstarken. (Leiter (p, q) schraffiert). 


Bild 2. Querschnitt durch den Leiter (p, g) und zugehorige Streufeldstarken. 
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ebenso H,, und H,, , unabhangig von der Koordinate y sind. Bei zeitlich sinusférmigen 
Feldstarkeverlaufen der Kreisfrequenz w lautet die 2. MAxweEttsche Gleichung (u = 1) 


air 
rot 6 =— =— jo. (1) 
Die elektrische Feldstarke habe nur eine Komponente in z-Richtung: 
Ge, Fy 
Der Vektor der magnetischen Feldstarke liege in der xy-Ebene: 
DiS =, ype, 22, 


(e,, ¢, und e, bezeichnen die Einheitsvektoren in Richtung der Koordinatenachsen). Elektri- 
sche und magnetische Feldstaérken seien Effektivwerte. Gl. (1) liefert nun 


OE 0E : 
c ay pyr OU (—e, A, + ¢, 4,) 
bzw. 
bE : OE 5 
gy 1 Mo He pp hte (2) 


Der Durchflutungssatz ergibt fiir den Leiter (p, g) mit der Stromdichte e, g und der spezifi- 
schen Leitfahigkeit 2, indem man nach TAYLOR entwickelt: 


: oH. eH, 
w (H, - a8 —H,) + B (Ht, + =i —H,)= eh, 


ey 
Hy 


(3) 


h’ und f’ sind die Mittenabstande zweier benachbarter Windungen bzw. Lagen; die Strom- 
dichte ist unabhangig von x und von y angenommen. 
Aus (2) und (3) folgt 
@E Bp h @E 
ex"2 B h' ay’2 aa (¢ al E (4) 


8,= | Va Thin: f=yzjsits. (5) 


6, ist der Reduktionsfakter fiir die radiale Leiterabmessung im Langsstreufeld. 

Die Tangentialkomponenten der magnetischen Feldstarke auBer- und innerhalb des 
Leiters miissen an den LeiterauBenflachen jeweils den gleichen Wert haben. Die magnetische 
Feldstarke auBerhalb der Leiterquerschnitte wird im wesentlichen durch die geometrischen 
Abmessungen von Fenster und Wicklungen sowie die Wicklungsdurchilutungen bestimmt. 
Ks sel nun 


mit 


Hoe Hg fir Vy. Se, A,=H,, fir y=h, -(6) 
H, = Ay, fir x =o, H,=H,, fir x*=6 
(dabei sind H,,, H,,_, unabhangig von x’ baw. H,,, Hy», unabhangig von y’). 


Fiir die Differentialgleichung der elektrischen Feldstaérke (4) wird auf Grund der Rand- 
bedingungen der formale Lésungsansatz 


B= Ey) + E,(y’) (7) 
gewahlt; in diesem Fall lauten namlich die magnetischen Feldstarken (2) 
Ff eet Ghee ny toons) unabhangig von x’) , 
* J fy ay’ fF Mmy ay’ \ he ) 
See eerste (unabhangig von y’) . 


YF @ fy Ox! jG Wp, ax’ 
Mit (7) wird (4) zu 
PE, (x') Bi h @E,(y’) 


Be ge = CO TE) + FAO) (8) 
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Diese Beziehung kann in zwei gewohnliche Differentialgleichungen zerlegt werden: 
dE, (x’) 


5, ne (¢ 6;)? Ey(x’) , (ga) 
@E,(y’) ; 
Se) C5 8.0) (ob) 


Dabei wurde in (gb) der Reduktionsfaktor fiir die axiale Leiterabmessung im Querstreufeld 


a le Vx Fh iy = le Vz os (10) 


eingefiihrt. 
(ga, b) haben die Losungen 
Bi@ yA, gee, (11a) 
Eiy)=4,¢ 7 +Age (11) 
so daB der Losungsansatz (7) 
Lee AG, gL +A, ree +A, ge +A, FORE (12) 
lautet. 
Die Komponenten der magnetischen Feldstarke sind nach (2) und (12) 
Pin ae es Epes no A fe eae rae , IRA 
* 4 © Mp Oy’ noel é ; 32) 
ee ee (Aa ge ef (13b) 


J OMg 0%" = 5 W My 


Die Integrationskonstanten A,, Az, As, Ay werden aus den Randbedingungen (6) bestimmt: 


€ do € 60 f8gh —tdgh 
H = A,—A ig ta eee tA —A - 1 
ego ee 3 aE xq aa 3 a& ) (14a) 
¢ OL € Ot 6,8 —t6,B 
[EL yp. Se A,—A.), lel == A,e —A,e ; 14b 
UP Sunt’ 1 2) aes sal 1 2 ) (14b) 
Aus (14b) folgt 
7 @ fly H Higgs Hyg / J ® Mo Hyp —Hyp—reE rn 
vee Aes ’ (15) 
Gon 2sinh¢ 67 B € On 2sinh€ 6; B 
und entsprechend aus (14a) 
— 8h : 
ws] W My Hxg — Hx qg—1i £89 ee! Gilg Hy ET oe coe 
A; G 5 te ? A, a anes 5 . (15 b) 
Oo 2sinh€ dg h £09 2sinh€ dg h 


Nach (12) und (15a, b) werden elektrische Feldstarke und Stromdichte innerhalb des be- 
trachteten Leiterquerschnittes zu 


pe J @ Uo [=22 cosh € dz x’ Sy ps cosh € dy (8B — #’) 


G 6; sinh 6; B 
Hyg cosh ¢ 09 y’ — Hxq—1 cosh€ dg (h— yy’) 
. ee ee a 
ey gig ene yp Cosh C dp x! — Hyp—, cosh dy (B — +’) f 
oz; sinh € 6; B 
Hyg cosh ¢ 6g y’ — Hx q—1 cosh € dg (h — y’) 
dg sinh ¢ dg h |. 


a 


a 


Die magnetische Feldstaérke erhalt man aus (2) und (16): 
Hyqgsinh¢ 0g y’ + Hyq—1 sinh¢ 09 Ve IF 

sinh € 69 h (17) 
H. yp sinh? Op *' + Hy p—isinhé dz ( (B—~') 


nos bean S 3). 8 


H,= 
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Der im Leiter (f, g) flieBende Strom hat nach (16) die GréBe 
B h B h 
exe ff py Gy See oP Bree ye ae ae 
Vs | Ee ee ‘s | [A + i> 6; sinhé 6; B fa 


x/=0 y/=0 4’'=0 y’=0 


“J 


ap pod 
On =O 


h 
| Hyg cosh € dg y' — Hyq—1 cosh dg (h—y’) ax’ dy’ 
dg sinh € dg h : ‘ 


pee Mod ' (Hyp —Hyp—s) ) B (Heg — = 
: ¢ zy) ay, 
oaer 


vi = h (og ss) ti B Ce pate Oa : (18) 


Auf den Zusammenhang zwischen (6) und (18) wird noch an spaterer Stelle eingegangen. 


3. Berechnung der Wirkverluste und des Widerstandsverhaltnisses 
eines einzelnen Leiters 


Die Ermittlung der Wirkverluste bzw. des Widerstandsverhaltnisses eines einzelnen 
Leiters erfolgt unter Verwendung des Poyntincschen Vektors, vgl. z. B. [8], [9]. Dieser ist 
im vorliegenden Fall (vgl. Bild 3 und 4): 


S=(CHi =| o 0. £\=—t, £H,—¢, E H;= —et,S,—6,5,. 19) 
ras FE be AHI TOS 

Die in einem bestimmten Volumen verbrauchte Gesamtleistung ist durch das Flachenintegral 

des Poyntincschen Vektors iiber die Volumenoberflache / gegeben: 


i eS, df 
(f) 


(S,, ist normal zum Oberflachenelement d/). Nun wird das in Bild 4 dargestellte Volumen- 
element des Leiters (p, g) betrachtet, das durch den Querschnitt 8 - A und die Langeneinheit 
in Richtung des Umfanges gebildet wird. Der Poyntincsche Vektor besitzt im vorliegenden 


y re 
vé(e,) aejne 
Bild 3. Lage der Feldstirkevektoren und Bild 4. Volumenelement des Leiters mit den Komponenten 
des Poyntincschen Vektors. des Poyntincschen Vektors. 


Fall nach (19) die beiden Komponenten S, und S,, die in Richtung der negativen «’- bzw. 
y’-Achse verlaufen. S, tritt bei x’ = 6 in das Volumenelement ein und bei x’ = o aus; S, tritt 
bei y’ = A ein und bei y’ = 0 aus. Die Komponenten S, und S, stehen in allen Fallen senk- 
recht auf den AuBenflachen des betrachteten Volumenelements. Beriicksichtigt man weiter- 
hin, daB die Flachenintegrale jeweils tiber die AuBenflachen des Leiterelementes zu erstrecken 
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und dann auf die Querschnitte h’-1 bzw. 6’- 1 umzurechnen sind, erhalt man fiir die im 


Volumen f+ h-1 verbrauchte Leistung 
ye 
BU({sse] —(fs,«') | (20) 
B 6 y’=h a y’=0 


fos [([-»)_-(o)]+ 


Die Integration in z’-Richtung eriibrigt sich, da alle auftretenden GroBen unabhangig von 2’ 
sind. 


Nach (17) und (16) bestehen die funktionellen Abhangigkeiten 


H, = H,(x’) , 
E = E,(x’) + E,(y’), 
E, (x) _ JO Uy H. yp cosh € op ¥' — Hy p—1 cosh ¢ oy (6 — +’) 
_ é dp sinh 6; B ; (21b) 
E,(y’) _ 5 © gH, xq cosh ¢ C 09% — Hy, *g—1 cosh ¢ 0g (h Bus J 
) ¢ dg sinh £ dg h 
Damit kann man (20) in der Form 
[a= [20 Pay 4 ay — [1 ) + B67 0) 
(f) 
B 
4. C {jew + E,(h)] H,(h) dx’ — | [E,(x’) + E,(0)] H,(0) se} 
und weiter 
[S, df= iH [Ex(P) H,(B) — Ey(0) H,(0)| + 6 [E2(4) 4,(4) — £,(0) H,(0)] 
() 
h' Bp’ ° 
v / , 
ee (0) nyo fe dy’ + FH) — H,(0)) [ Ex) ax’ (2a) 
schreiben. Die im Volumen f+ %- 1 verbrauchten Wirkverluste sind durch den Realteil 
Re f ©, df 
(f) 
von (20) bzw. (22) gegeben. 
Aus (6), (17) und (21b) erhalt man 
h’ (E,(B) H,(8) — £,(0) H,(0)] 
J OUgh' H Hyp cosh € 6; B— Hyp—1 afl. Hy,— Hy p—1cosh€ 6; B 
€ Or ( % sinh ¢ 6; fp eat Des “sinh? 6,8. 7 | 
JO fgh (7 oe + Hy p—1) & cosh ¢ On P 2 Hyp Ay p—1 
€ or sinh ¢ 6; B sinh € 6; fb 
JI Obl (Hyp — Hy p — 1)? cosh¢ 6, fp Luss Hy, Hy p—1 (cosh € 6d; fb — 1) i 
eee On sinh € 6; B sinh ¢ 6; B tec 
Bezeichnet man mit 
Shed ae) (23) 


die zu ¢ konjugiert komplexe GréBe, ee weiter mit (5) 


h’ [E,(B) H,(B) — E,(0) H,(0)] = 2 cosh ¢ 6, B sing* d; B 


Fi ¢ 6, B (H, Hy p—1)” sinh ¢ dz B sing* o; B 


cosh ¢ dy f sinh ¢* d; 6 —sinh ¢* 0; | 


+2H,, H. 
i Die ee sinh ¢ 6; B sinh €* 6; B 


(24) 


4 * vs 
‘i r . Archiv fiir 
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Nun lassen sich folgende Umformungen vornehmen: 
€ 6, cosh¢ 6, B sinh ¢* 6, B = [sinh 2 6, 6 + sin 2 6,6 +] (sinh 2 6, 6 —sin2 6, 8)], (25a) 


€ 6, (cosh 6, B sinh ¢* 6, B — sinh €* 6, B) 
= 6,[(cosh 6, 8 —cos 6, f) (sinh 6, 6B — sin 6, 6) +7 (cosh 6, B —cos 6, B) (sinh 6; 6 + sin 6; f)], 


(25 b) 
sinh ¢ 6, 6 sinh ¢* 6; B 
SS =. (cosh 2 6, 8 — cos 2 6; 8) = (cosh 6, 6 + cos 6, f) (cosh 6, B — cos 0; f) . (25c) 
Man erhdalt also mit (25a, b, c) fiir den Realteil von (24) 
; hi’? sinh 2 6, Bf + sin2 6,8 
Re h’ (Ey(B) H,(B) — Ex(0) H,(0)] = 7 | Hyp — Hypa) On B ee a 5p 
Tae" sinh 6; 6 — sin 6; B 
+ Hyp Hy p—12 Oy B cosh 6; B + cos 6; B] Cee 
In ahnlicher Weise ergibt sich 
, oy Re ¥s 3 sinh 2 6g h + sin 2 dgh 
RS age Mellel = BakO) 20/1 Bha (Hea Hzq—s)” gh cosh 2 dg h — cos 2 0g h 
sinh dg h — sin dg h 
te Hey Hee Cot oe oer ek) 
SchlieBlich ist 
h h 
[Bao ay’ = 522 [ Hea cosh 099’ — Hey, cosh € dp (h —9')] dy 
mG: hse 
a xq xg—=1) zi (274) 
B mye 
[Ae pes : eae ae [H,, cosht 6, x —H,,_, cosh¢ 0, (6 —& )ide 
h’ 
= = (Hyp — Hyp.) . (27b) 


Die Wirkverluste im Leiter (pf, g) betragen je Langeneinheit nach (22), (26a, b) und (27a, b) 


h’2 


sinh 2 6, B + sin 2 6, B 


cosh 2 Or ee COS 2 On p 


Hyp malty 52s)" 6, B 


sinh 67 f —sin 6; fp 
+ Hy typos 2 OL Pp _— 


View= Re [6, df en 
(f) 


sinh 2 6g h + sin 2 dg h 


Fee Se | Hse — ees) doh 


cosh 6; B + cos 6B Bha cosh 2 dgh—cos 2 dgh 
sinh dg h — sin dg h p' h' 
See ieee RN ae se rwryites auety ete! acs! 


B ha 
Nach Einfiihrung der Abkiirzungen bzw. Funktionen (vgl. z. B. [2]): 


= 60 = 8 |i ini hb, fom doh = nl (flim, (28a) 


sinh 2 « + sin2 a 


p(x) =o 


sinh « — sin « 


are ; = 2 28b 
cosh 2 ~«—cOoS 2 « vo) cosh « + cosa ( ) 


XLVI, Band 


Heft 4 — 1961 W. DietricH: Berechnung der Wirkverluste von Transformatorenwicklungen 217 


lautet die Beziehung fiir die Wirkverluste des Leiters (f, g) je Langeneinheit 


nh’? 
eS Bha (Ay, — Ay5—1)? 9(E,) + Hy, Hyp. v(E,)] 


+ P(A, —Heg—s)*9 (Eo) + Huq Haga ¥(E)] 


Bha 
p’ h' 
iy SER) ha (Hl yy yp a) Hg = ga) (29) 


Mit dem Ohmschen Widerstand des Leiters (, g) je Langeneinheit 


R= ve (30) 


erhalt man aus (29) das sog. Widerstandsverhaltnis des Leiters (, g), d.i. das Verhaltnis der 
Wirkverluste zu den entsprechenden Ohmschen Verlusten 


hiyg = ERE = Fh? [(Hyy — Hy ps)* 9(E:) + Hyp Hyp. vlEr)] 
St Pee 7 gn i, q—1)" P(§0) a fel yq—1 v(So)1 


aie 2 B’ h’ Te eat ely Mery (earlier a) y 0 (31) 


Die Wirkverluste (29) bzw. das Widerstandsverhaltnis (31) des Leiters (pf, q), der gleich- 
zeitig in einem Langs- und einem Querstreufeld liegt, bestehen aus 3 Anteilen, von denen die 
beiden ersten jeweils zwei Summanden haben. Die magnetischen Feldstarkedifferenzen 
Hy, — Hy, baw. H,,— H,,_, rihren vom Strom <j desi Leiters (f; g) her und kénnen 
daher als magnetisches Eigenfeld dieses Leiters bezeichnet werden, wahrend die Produkte 
Tip typ, DZW. H, 4t, xq—4 sowohl vom Eigenfeld des Leiters (f, g) wie auch vom magneti- 
schen Feld der ier 1...p—1bzw.1...¢—1 und dem der Leiter anderer Wicklungsteile, 
also einem Pe cen Fremdfeld fiir don Leiter (f, g), abhangen. 

Eine wesentliche Vereinfachung ergibt sich durch Einfiihrung der Ohmschen Verluste 
n (29). Mit den zur Berechnung kleiner Werte von « geeigneten Reihen 


sinh 2a@ + sin2@ 4 


=« at ae Oy fase oe ae 2 
Po) cosh 2 «—cos 2a a 45 4725 ry (3 A 
sinh « — sin % 1 17 
=) 2 a oes = 8 a8. A 
vl) 5 cosh « + cos @ 3 ‘ 2520 att (32b) 


folgt fiir Gleichstrom (f = 0) nach (28a) 
& = So =O0, 
p(E,) = (Fo) =1, (Er) = (Eo) = 0. 


Damit erhalt man aus (29) die Ohmschen Verluste des Leiters (4, ¢) 


Ve [h’ (i, —— Hyp <4) a= B ele ar re Gareae Np = ye ee (33) 


aban a Fi 


Ein Vergleich mit (18) und (30) bestatigt die Richtigkeit der Ableitung. Unter Verwendung 
von (33) kann man (29) in nachstehender Form schreiben: 


Vieea Ee = jf? R cia ae (H, rag eye [p(é;) a 1] a5 sales Us ead y(é,)} 


+ ie, Hcg —1)* [p(E) —4] + Hyg He g—1 vEQ)} - (34) 
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Aus (34) und =i : folgt fiir das Widerstandsverhaltnis des Leiters (, q) 
Ryq Sera ae =). [p(é;) ee 1] = abe Page te w(E,)} 
6 ((H ait [y(Eo) — 1] + Hyg Hea. vEQ}>- (35) 


Die Wirbelstromverluste bzw. die Sn ee eines Leiters, der gleichzeitig in 
einem Langs- und einem Querstreufeld liegt, lassen sich nach (34) bzw. (35) in zwei Anteile 
zerlegen, von denen der eine nur vom Langs-und der andere nur vom Querstreu- 

feld abhangt. Unter den getroffenen Annahmen fiir die 


0 Randbedingungen der magnetischen Feldstarken (6), die auf 

einen Summenausdruck (21b) der elektrischen Feldstarke 

> fiihren, gilt also das Superpositionsprinzip der Wirbelstrom- 

verluste bzw. der Widerstandserhéhungen. Die ersten Sum- 

2 manden der beiden Anteile hangen vom magnetischen Eigen- 

35 feld des betrachteten Leiters ab, die zweiten Summanden 

dagegen vom magnetischen Eigenfeld und dem magnetischen 

30 Fremdfeld der Leiter 1...p—1 bzw. 1...q—1 sowie 

4 dem der Leiter anderer Wicklungsteile. Bild 5 zeigt die 

§28 bekannten Verlaufe der Funktionen m(«) und w(a); Der Ein- 

= . fachheit halber wurde jedoch g(x) —1 statt g(«) dargestellt. 
aa 


4. Mittlere Widerstandsverhdltnisse bzw. Wirkverluste 
von Wicklungen 


Zur Bestimmung des mittleren Widerstandsverhaltnisses 
bzw. der Wirkverluste von Wicklungen muB man diese 
derart zerlegen, daB die einzelnen Wicklungsteile nach- 
stehenden Bedingungen geniigen: 


Pay Sane heey Mee 
1. Jeder Wicklungsteil mu8 rechteckigen Querschnitt 
PRs ey cL. Cees Ta). und haben und homogen sein, d. h. Leiterstréme und -quer- 
schnitte aller Windungen miissen gleich sein; benachbarte 
Windungen bzw. benachbarte Lagen miissen gleiche Abstande gegeneinander aufweisen. 
2. Die Differenzen der magnetischen Langsfeldstarken in einander benachbarten Axial- 
kandlen sowie die der magnetischen Querfeldstarken in einander benachbarten Radialkandlen 
miissen jeweils konstant sein. Hierbei ist zu beachten, daB nach Bild 2 jeweils die Feldstarke- 
werte in Abstandsmitte der Berechnung zugrundeliegen. Bei gréBeren Abstanden zwischen 
den Windungen oder Lagen weicht jedoch der tatsachliche Feldverlauf auBerhalb der Leiter 
von der idealisierten Darstellung in Bild 2 ab, so daB geeignete Abschatzungen getroffen 
werden miissen. AuBerdem treten bei gréBeren Leiterabmessungen Abweichungen von den 
linearen Feldstarkeverlaufen infolge merklicher Feldverdrangungen durch die Wirbelstréme 
in den Leitern auf. 


3. Jede der Streufeldstarkekomponenten muB entweder einsinnig zu- oder abnehmen. 

Diese Bedingungen sind méglichst streng dort einzuhalten, wo hohe Wirbelstromverluste 
auftreten. Unter Umstanden kann eine Aufteilung der Wicklungen in Spulen, Teile von 
Spulen oder sogar einzelne Leiter notwendig werden. In diesen Bereichen empfehlen sich auch 
Kontrollen, ob die Bedingung (18) erfiillt ist. Sind nur geringe Wirbelstromverluste zu er- 
warten, gentigt eine angenaherte Erfiillung der obigen Forderungen. Hier lassen sich normaler- 
weise groBere Teile der Wicklungen zusammenfassen. 

Der in Bild 1 dargestellte Wicklungsteil aus m Lagen zu je » Windungen erfiille die obigen 
Voraussetzungen. Die magnetischen Feldstaérken an seinen AuBenflachen seien H,, und H. 
bzw. H,, und H,,. Nach Einfithrung der Verhaltniszahlen 

— Ayo gg gy on 
See H,,. 06 ie geen eed eee, 


(36) 
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lauten die magnetischen Randfeldstarken des Leiters (f, q) 


ee ea) = pee | 

Hyy = Hyy + =p = Hyy(@ + +—* 6); 

Higgs = Hey + “22— Te (g— 3) = Hyp |og + 2—* (g—9)], % 

Eee dp LE Er ree aa cea 
Mit (37) laBt sich das Widerstandsverhiltnis (35) des Leiters (p, g) in der Form 

Rpg = 1 + (F2e) Cn (22) lite) — 31 + [b @—2) tap —9 
+ (=| ea} + #2 (2S) flo) — 21 
+9(@—1) +m—*— (2q—1) + 8 (-"—\ weg » (38) 


schreiben. 
Bei Reihenschaltung aller Leiter hat das mittlere Widerstandsverhaltnis des betrachteten 
Wicklungsteiles die GréBe 


mt n 


Rawitt SEF mo pas Rog , (39) 


Die Summen 


= 2 bb) +e 


M5 3 1— Qo 1— Qo 
und 
& i a nN 2 n 2 em n?— 4 Oo 2 Oo 2 
~ 2s 7 eee, On — % ed 4) oes) 5 Cyaan th | ¥ 
werden nach Einfihrung der fiktiven Lagenzahl 
, 3 
m =m 14+— ee ie (40a) 
Il ——1 
20 \20 
und der fiktiven Windungszahl je Lage 
t= iene Z = NE (40b) 
ieee Cee, 2 
% % 
zu 9 
2 5 |e@—1) +0 @e—1) +08(—_} |= (41a) 
m pas : 05 aes 
ces ah -; 5 Nae n'® —1 is 
aa vragiget 1) + of ("= (41) 
Kure, = 0 ist m =m und fir o, = 0 oder 2" = 00 ist n’ =n. Bild 6 zeigt é, bzw. ég in 
z 
Abhangigkeit von - bzw. . (39) nimmt mit (38) und (41a, b) nachstehende Form an 
1 % 
—_-—1 a a! 
Qo 9 
FON A x 
bay = 2+ (Mee) Civ2 (2) log) — 0) + va] 


492 () fate =~ w(Ea)} >. (42) 


15* 


220 W. Drerricu: Berechnung der Wirkverluste von Transformatorenwicklungen ee 


Eine andere Form dieser Beziehungen ergibt sich durch Einfithrung der raumlichen Stei- 
gungen der Streufeldstarkekomponenten 


é m p" : 
‘ : (43) 
P Hq = yg Ayn — Ayo 
“ h' nh’ 
(18) laBt sich nun schreiben als 
Jc TS CE eles Perea ae (44) 
mit 
Pr PTA yn (45 
Das mittlere Widerstandsverhdltnis (42) wird unter 


BR Te Dee Po Pa fe 
0 02 0% 06 08 40 42 44 46 Werwendung von (43) und (44) zu 


a P,\? : » MUA St 
; 5 : : . ; Ronit ce a PD [p(,) 1] l y(€z) 
Bild 6. Verlauf der Funktionen ¢7 und €g in Abhin- 3 
1 1 
gigkeit von bzw. nach Gl. (40a, b). P,\2 Wt ees 
er ees + (ZF {(oq) — 3) +=" vo]. (46) 
0 Oo 


Aus diesen Beziehungen lassen sich die Widerstandsverhaltnisse fiir eine Reihe von Sonder- 
fallen ermitteln. So erhalt man z. B. fiir einen Wicklungsteil in einem réumlich linear ver- 
anderlichen Langsstreufeld und einem raéumlich konstanten Querstreufeld aus (38), (39), 
(41a), (43) und (44) 


b= Cae ft 


—* y(és)| + B08 y(E) » 


; (47) 
=1+ [p(é) “p(éx) + (=) 8’? we). 
Bei verschwindendem Querstreufeld an diese oleae iiber in 
Reni, = t os [p(éz) “w(Ez) » (48) 


die fiir @7 = 0, m’ = m der bekannten Beziehung zur Eireie des mittleren Widerstands- 
verhaltnisses einer Wicklung in einem reinen Langsstreufeld entspricht (vgl. z. B. [2]). 

In einem konstanten Langsstreufeld und einem verschwindenden Querstreufeld wird 
nach (38), (39), (41b), (43) und (44) 


Bi = 1+ (2) CH WE) + (2 oa ee —1+™=* ea} 
= 1+ (22) Wye) + fed * (Eo) - 
Ist lediglich ein Querstreufeld vorhanden, betragt die vk Widerstandserhoéhung 


Rin = 1 + [p(Ep) * plEo) « (50) 


Die Wirkverluste eines Wicklungsteiles mit m Lagen zu je » Windungen nach Bild 1 erhalt 
man aus (34), (35), (30) und (39) zu 


m m n 


(49) 


Ye re ‘yp 2 2 Voog= ati ji ths a 2 Rng = i, J Rents 3 (51a) 
Hierin bezeichnet 
mnt 
Ran = op (52) 
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den Ohmschen Widerstand des betrachteten Wicklungsteiles (/,, mittlere Windungslange). 
Die Wirkverluste kénnen in den Ohmschen Anteil und Wirbelstromverluste zerlegt werden: 


Le F Us Ties te ie ey (Pitt er 1) G (51b) 
(51b), (42) und (46) lefern nachstehende allgemeine Ausdriicke fiir die Wirkverluste 
op eR (12(s=a\) 
w mn ym mn SS m 


m! 2 __ 


((G) 1) + “ vlén)| 


+ 69") ele) —3] +=" wth 


3 


= J* Ray + J? Rony (2) fl.) — 1 += wléa| eu 
a5 (zy rE ile a = v(éahY. 


Die Wirkverluste von Wicklungsteilen in einem raumlich linear veranderlichen Langsstreufeld 
und einem raumlich konstanten bzw. verschwindenden Querstreufeld lassen sich aus (51b) 
und (47) bzw. (48) bestimmen. Fiir ein réumlich linear veranderliches Querstreufeld und ein 
raumlich konstantes bzw. verschwindendes Langsstreufeld sind die Wirkverluste aus (51b) 
und (49) bzw. (50) abzuleiten. 

Sind sowohl das Langs- wie auch das Querstreufeld im Bereich des betrachteten Wicklungs- 
stiickes rdumlich konstant (H,,, = const.; H, ) = const), lauten die Wirkverluste nach (34), 
(51a) und (52) 


ym 


Vg = Ryn EG VEL) + AG BP? vEQ)] - (53) 


Es handelt sich hier um reine Wirbelstromverluste, da fiir die betreffenden Leiter nach (18) 
J = 0sein muB. 

Ist nur ein konstantes Langsstreufeld vorhanden, sind die Wirkverluste (Wirbelstrom- 
verluste) 


: Ve ap Ht, m NS h? y(E,); (54) 
in einem konstanten Querstreufeld erhalt man 
Ve a leben sys B? v(§o) : (55) 


5. Zusammenfassung 


In der vorliegenden Arbeit werden die Formeln fiir Wirbelstromverluste bzw. mittlere 
Widerstandserhéhungen von Transformatorenwicklungen, die in raumlich beliebig ver- 
laufenden Streufeldern liegen, entwickelt. Zerlegt man das Streufeld in seine Langs- und 
Querkomponenten parallel bzw. senkrecht zum Streukanal zwischen Ober- und Unterspan- 
nungsrohre, ergeben sich die gesamten Wirbelstromverluste bzw. Widerstandserhéhungen 
durch Addition der Anteile, die jeweils von der Langs- bzw. der Querkomponente des Streu- 
feldes allein hervorgerufen werden, eine im Schrifttum ohne Ableitung mehrfach erwahnte 
Vermutung (z. B. [5], [6]). 

AuBer den iiblichen Vereinfachungen (Behandlung als ebenes Problem unter Vernach- 
lassigung der Kriimmung, raumlich konstante Streufeldstarken langs des Wicklungsumfanges) 
wird die Annahme getroffen, daB die Streufeldstarkekomponenten in den Raumen zwischen 
den Leitern sowie an denjenigen LeiterauBenflachen, in deren Ebene sie liegen, raumlich 
konstant sind. Diese Voraussetzung ftihrt zu der Beziehung (Durchflutungssatz) 


fi =h' (pps) ae p’ Cd cen dy ge) : (18) 


Die obigen Annahmen iiber die Streufeldstarke beinhalten, daB die Wirbelstréme in den 
Leitern keine Riickwirkung auf die zu den LeiterauBenflachen parallelen magnetischen Feld- 
starken hervorrufen. Bei den iiblichen Leiterabmessungen diirften diese Bedingungen hin- 
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reichend genau erfiillt sein, insbesondere in dem wichtigen Fall des Auftretens starkerer Quer- 
streufelder, da die radiale Leiterabmessung normalerweise klein ist. Gewisse Annahmen sind 
bei der Anwendung der Formeln auf die obersten, untersten und auBeren Leiter einer Wicklung 
zu treffen, da sich fiir diese keine eindeutigen Werte von h’ bzw. f’ festlegen lassen. 

Die Werte der Streufeldstarkekomponenten lings des Umfanges der Wicklung kénnen 
erhebliche Unterschiede aufweisen (vgl. z. B. [10]). In diesem Fall kann man sie naherungs- 
weise unter Einhaltung von (18) durch Stufenpolygone ersetzen, die Wirbelstromverluste fiir 
die einzelnen Teile des Wicklungsumfanges mit jeweils konstanten magnetischen Feldstarken 
langs des Umfangsabschnittes getrennt ermitteln und auf ihren Gesamtwert einen gewissen 
Zuschlag machen. 

Die vorstehenden Untersuchungen gelten nicht fiir metallische Konstruktionsteile, die 
im Streufeld liegen. Diese kénnen im allgemeinen nicht als unendlich lang betrachtet werden; 
ferner sind bei gréBeren Abmessungen der Konstruktionsteile die magnetischen Feldstarken 
parallel zu den AuBenflachen nicht mehr raumlich konstant. SchlieBlich rufen in den Kon- 
struktionsteilen entstehende Wirbelstréme merklicher Gré8e Riickwirkungen auf das auBere 
magnetische Feld hervor. 
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1. Einleitung 


Beim Entwurf von Geraten, welche die Warmewirkung des elektrischen Stromes zu Steuer- 
oder Regelaufgaben ausniitzen, ist es vielfach erforderlich, den zeit- und ortsabhangigen 
Temperaturverlauf an Leitergebilden zu errechnen, die aus einzelnen Stiicken verschiedenen 
Materials mit im allgemeinen unterschiedlichen Querschnitten bestehen. . 

Solche Berechnungen sind bekanntlich mit erheblichem Aufwand verbunden, welcher oft 
dazu fiihrt, daB der Praktiker den aufwendigen Rechnungen ausweicht und lieber ins Experi- 
ment fliichtet, als sich mithsam durch Kolonnen von Hilfswerten zu einem schlieBlich an- 
gezwelfelten Ergebnis durchzurechnen. Dies ist bedauerlich, denn im Allgemeinen ist der 
Nutzen einer Berechnung kaum ernstlich zu bezweifeln. Ganz abgesehen von jenen Fallen, wo 
meBtechnische Schwierigkeiten zu einer rechnerischen Behandlung des Problemes zwingen, 
erweist sich eine. mathematisch fundierte Theorie auch bei der Auswertung experimentell 
gewonnener Ergebnisse meist als sehr nititzlich, weil durch sie die Méglichkeit geschaffen wird, 
aus wenigen, gezielten Versuchen méglichst allgemeine Folgerungen zu ziehen. 

Leider sind aber die Schwierigkeiten, welche der Berechnung des Erwarmungsvorganges 
an einem sogenannten Mehr-K6rper-System entgegenstehen, so erheblich, da8 man die theoreti- 
sche Betrachtung notgedrungen auf teils stark idealisierte Elemente beschranken oder mit 
stark vereinfachenden Annahmen rechnen mu, um die auftretenden Probleme tiberhaupt 
mathematisch lésen zu kénnen [1], [2], [3]. Durch diese Notwendigkeit entfernt sich die 
Theorie von der Praxis und damit stellt sich erneut die Frage, ob eine Berechnung unter 
diesen Umstanden noch viel Sinn hat. Diese Frage 1a8t sich natiirlich nicht generell beant- 
worten. Man wird sie bejahen kénnen, wenn die Berechnung ausreichend genau, aber dabei 
méglichst einfach ist und in bezug auf den zeitlichen und finanziellen Aufwand einen Vorteil 
gegentiber dem Versuch bietet. 

Es ist daher das Ziel dieser Arbeit, fiir die Berechnung stiickweise verschiedener Leiter 
eine Naherungsformel zu entwickeln, welche diese Bedingungen erfiillt und dem bestehenden 
Bediirfnis nach Einfachheit méglichst weitgehend Rechnung tragt. 

Die Arbeit stiitzt sich z. T. auf die Ergebnisse anderer Aufsatze, welche das gleiche Problem 
behandeln [4]. 


2. Aufgabenstellung 


Im folgenden soll die zeit- und ortsabhangige Erwarmung eines ringformigen Leiter- 
gebildes gemaB Bild 1 fiir den Fall errechnet werden, daB der Leiter von einem Strom durch- 
flossen wird, dessen idealisierte, zeitliche Charakteristik durch die Sprungfunktion I * 1. 
dargestellt ist. 
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Die beiden Teil-Stiicke 1 und 2 sollen aus verschiedenem Material bestehen und einen 
fiir jedes Teil-Stiick konstanten, aber voneinander unterschiedlichen Querschnitt aufweisen. 

Es sollen ferner die tiblichen vereinfachenden Annahmen gelten, daB die Materialkon- 
stanten 2, 9 und c sowie die Warmeiibergangszahl « nicht von der Temperatur abhangig seien 
und die Temperatur der umgebenden Luft zu jeder Zeit den Wert 0 habe. Diese Annahmen 
sind zwar nicht zutreffend, miissen aber gewdhnlich dennoch gemacht werden, weil erst das 
auf diese Weise linearisierte Problem der Berechnung zuginglich wird. 

Zur Erleichterung der Ubersicht seien noch die wichtigsten der in der nachfolgenden Be- 
rechnung verwendeten Symbole zusammengestellt. In der Rechnung werden sie noch durch 
einen Index unterschieden, der angibt, fiir welchen Streifen sie gelten. 


Ubersicht der wichtigsten Symbole 


a Warmeiibergangszahl in W/cm?, °C t, tmax Zeit in sec, Grenzwert fiir den Giltigkeits- 
spez. Warme in Ws/cm3, °C bereich einer Formel 
Warmeleitfabigkeit in W/cm °C 


& 
a o, ® Erwarmung in °C, Ableitung von # nach der 
Q spez. Widerstand in 2 cm 

u 

q 


Zeit in °C/sec 
o, & Approximative Erwarmung 


Seino des Ueaians sa-crn o LapLace-Transformierte von @? 


ante ; 2 
Drie aggreabeal ea O*  stationadre Erwarmung eines unendlich langen 


x,L Lange incm Leiters 
N Stromstarke B,D Breite und Dicke der Streifen cm 
t,g Zeitkonstante in sec, reziproker Wert in sec-}, ae Bessetfunktion nullter Ordnung 


Ubersicht der wichtigsten Parameter 


A A ae c 

i —'l, Sy eG = =>—, 

V3 m 7 layAae| aU 
b= = |L//e F) 6 == @ 5 1 ee 

m A ON ke D 

| /a u Ny t 2k+1 7 
2 == —|, = — ? — , 

Vz My T (1 — e— #) Uy 2 ie 


3. Aufstellung der Gleichungen 


Mit den in Abschnitt 2 getroffenen Voraussetzungen ]4Bt sich die Temperaturverteilung 
fiir jeden einzelnen Streifen mit Hilfe der partiellen Differentialgleichung 
ad. 1 TEN 1 oo 
ax®  mPT + m> m2 ot (1) 
ermitteln, die man u. a. bei F. KESSELRING [5] abgeleitet findet. 
Die Anfangs- und Randbedingungen, welche diese Gleichung zu erfiillen hat, lauten mit 


den Festlegungen nach Bild 1 und wegen der Symmetrie der Anordnung wie folgt: 
Die Anfangsbedingungen: 


Fiir 1 und 2: Pty, 0) = O fiir alle x. (2) 
Die Randbedingungen: 
os : 004 (yt) ee ¥s 
Inibhe ake are o fiir alle ¢, (3) 
B, (1,1) = Oy - (4) 
Fir 2; [2m 0) o fiir alle ¢ (5) 
0%, ; 


D2 (L,,1) = Oyy - (6) 
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Hierbei sind unter ¥ und %;,, die Grenzwerte der im Bereich o< x < JL giiltigen 
Funktion #,,,, zu verstehen, falls x nach o resp. L strebt. 

Der unter (4) und (6) angegebene Ausdruck #, stellt eine zundchst unbekannte Funktion 
dar, welche vorerst allgemein in die Rechnung eingefiihrt wird. 

Die Bestimmung von #%, kann spdter mit Hilfe der Bedingung vorgenommen werden, 
daB die Summe aller Warmefliisse in einem Knoten gleich 0 sein mu. Trifft man die verein- 
fachende, durch die schlechte Warmeleitfahigkeit der Luft gerechtfertigte Annahme, daB 
der Warmeflu8 an die umgebende Luft von der infolge der Querschnittsdifferenz entstehenden 
Flache an der Verbindungsstelle der beiden Streifen vernachlassigbar klein sei (siehe Bild 2), 
so gilt dort die Beziehung: 


691 (L,, O92 (L, 
A, Fy Z 2=1,F,—— =, (7) 


1 ay 


mit deren Hilfe #,,, bestimmt werden kann. 


Bild 1. Anordnung der Streifen und Angabe der Bezugspunkte. Bild 2. Verbindungsstelle der beiden Streifen. 


Zur Lésung der Gl. (1) 1aBt sich mit Vorteil die LApLace-Transformation anwenden. 
Wie in [4] ausfiithrlich gezeigt, erhalt man mit der Festlegung 


Po-e 9 


unter Beriicksichtigung der gewahlten Anfangs- und Randbedingungen als Lésung im Unter- 
bereich (Variable s) den Ausdruck 


cosh Vst+V 
m 


cs ee E, 
cosh — y's + Py 
m 


2 
Les 


s(s+qQ,) ’ (8) 


— IE re. 
O; (,s) = (81 eae Gn 


dessen Riicktransformation die gesuchte Beziehung @, (,,,. ergeben wiirde. 

Die Betrachtung der Unterfunktion zeigt, daB die Bestimmung von 9%, resp. von 3, 
eine Voraussetzung fiir die Riicktransformation bildet. Daher soll zunachst der Temperatur- 
anstieg an der Verbindungsstelle errechnet werden. 


4, Die Berechnung von 9,,1) 
Die Gleichsetzung der Warmefliisse an der Verbindungsstelle liefert fiir §, den Ausdruck 
, HEE teh d, fs +, + 2 teh bg /s + 9 
7 2s ee ee So ee (9) 
Saas Vs + 1 tgh b, Vs + vy + a Vs + 2 tgh b, Vs + oe 


Zu dieser Unterfunktion sind in den einschlagigen Tabellen [6], [7], [8] keine Korrespondenzen 
zu finden, die eine Riicktransformation erméglichen wiirden. Die Form der Unterfunktion 
14Bt erkennen, daB es sich jedenfalls um eine sehr komplizierte Oberfunktion handeln diirfte, 
deren Anwendung wegen der Zielsetzung dieser Arbeit ohnehin nicht in Frage kame. 
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Die Riicktransformation von (g) liefert ein bezeichnendes Beispiel fiir das Ausma8 der 
Schwierigkeiten, welche der Vorausberechnung des zeitlichen Temperaturverlaufes an einem 
Mehr-Ké6rper-System entgegenstehen. 


Bild 3. Technische Anwendungsformen abgesetzter Leiter. 


Man sieht, daB es selbst bei Beschrankung auf die eindimensionale Betrachtung einer 
geradezu klassisch einfachen 2-Kérper-Anordnung nicht mdglich ist, eine praktisch auswert- 
bare, geschlossene Lésung anzugeben. Diese Tatsache ist jedoch nicht ganz so schwerwiegend 
und entmutigend, wie es im ersten Moment scheint, da die Angabe einer geschlossenen Lésung 
eher ein rein mathematisches Anliegen als ein praktisches Bediirfnis darstellt. In der Praxis 
interessiert gewOhnlich gar nicht der expliziete Ausdruck fiir 3, , sondern nur das Verhalten 
der Funktion im Bereich relativ kleiner und sehr groBer Werte von ?. 

Dieses ,,asymptotische Verhalten‘‘ kann auch aus der komplizierten Unterfunktion ein- 
fach abgeleitet werden. 


Das asymptotische Verhalten von #,y) 


Fiir die weitere Behandlung der Aufgabe erweist es sich als niitzlich, den Bereich einzu- 
grenzen, innerhalb welchem die Kurve des wirklichen Temperaturanstieges liegen wird. 

Wie in Bild 4 veranschaulicht, ist hierzu die Kenntnis von #,,.) und ®.) erforderlich. 
Diese beiden GréBen lassen sich mit Hilfe der Grenzwertsatze [9] 


lim Fy = lms - fis) 


t-+o Soo 

und 
lim Fy = lim s+ fi) 
t—> oo SiO 


ermitteln, welche unter der im vorliegenden Fall erfiillten Voraussetzung gelten, daB lim F(é) 
fiir die jeweilige Grenze existiert. 


Aus 
Fy o-e $+ f(s) — Fo) 
folgt 
lim Fi) —_— lim S) [@ Fw] = lim Ss (s + hs) ass Fa) . 
t-o Sie Oo) S > ©O 


Da Fo) = 9,0) = 0 ist, erhalt man 


4 79 Ay 2 + Ag 20 . 
i Lee (10) 


und 
Qa, &: Ao & pa 
—ltgh by Vo, + 2 tgh by Vos 


o 2 Pr Pa ; (1 1) 
(co) = = — = 
4 dy Vp, tgh by Vp, + ag Vg tgh by) pp 
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Durch die beiden Geraden sind die Tangenten an die tatsachliche Erwarmungskurve in 
den Punkten ¢ =o und ¢ = oo bestimmt. Nun ist noch zu zeigen, daB die wirkliche Er- 
warmungskurve diese Grenzen nicht iiberschreiten wird. 

Zu diesem Zweck soll zunachst angenommen werden, es ginge keine Warme an die Luft 
verloren (« = 0, daher auch gy = 0) und die Streifen seien beide unendlich lang (b =~, 
daher tgh b yp = 1.) eS 

Mit diesen Annahmen erhalt man fiir #, den Ausdruck 

Q 21 + Ag % 1 
- Maser Pa a, + ay sa? (12) 
der sich einfach in den Oberbereich zuriicktransformieren l4Bt und es erlaubt, das Verhalten 
von #, im ganzen ?-Bereich zu tiberblicken. 
Man erhalt 


Saye toc a ec BL (13) 


, a + Ms 
Der Anstieg dieser Funktion ist identisch mit der fiir beliebiges LZ und beliebiges « ermittelten 
Tangente %,,... Daraus geht hervor, daB die Warmeabgabe an die Luft unmittelbar zu Be- 
ginn des Erwarmungsvorganges keinen EinfluB8 hat. 
Wenn man nun annimmt, daB eine Warmeabgabe an die umgebende Luft stattfindet, so 
gilt allgemein, daB die Temperatur wegen des Warmeverlustes tiberall kleiner werden muB. 
Daher gilt fiir jedes beliebige ¢ 


yi ceere By ae (14) 
und nach Einsetzen von (13) ' 
Bye a +0 = In a (15) 


Nun ist noch zu zeigen, daB diese Ungleichung auch fiir kleine Werte von Z, gilt. Setzt man 
voraus, daB #, > @, sei, was z. B. fiir den spater ausfiihrlich behandelten Sonderfall eines 
abgesetzten Leiters stets zutrifft, so zeigt die Anschauung, daB die Temperaturen am Streifen 1 
kleiner werden, je kiirzer L, gewahlt wird. (Fir L, ->0 wird #, > 9,). 


G3 G4 G2 
: 
max, G3 U 5) 
AP 
k 
iy 
I 
—<——s| os 
tmax, G5 = 
Bild 4. Eingrenzung des Bereiches in dem ®y liegt. 
Kurve 1: Oy) = 0 fiir allet Kurve 2: #r(4) = Fyco),  gemaB (10) Kurve 3: Oy t) = 17, 2, 
Kurve 4: 8) = 141% (1 = G= vit) Kurve 5: 8yp= I, Tq 55> 91t) ?p 


Damit ist gezeigt, daB fiir den technisch besonders interessanten Fall langer Leiter mit 
kurzem, thermisch hochbeanspruchtem Zwischenstiick die Bedingung (15) ohne Einschran- 
kung gilt. 

Aus der Bedingung (15) folgt, daB die Kurve des wirklichen Temperaturverlaufes an der 
Verbindungsstelle fiir derartige Leitergebilde stets rechts von der Geraden G 2 (Bild 4) liegen 
muB. 
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Mit ahnlichen Uberlegungen 1aBt sich auch beweisen, daB die Temperatur zu keiner Zeit 
den Wert iiberschreiten wird, den sie im Beharrungszustand erreicht. Da die spadter ange- 
gebenen Naherungslésungen auf den Bereich des ersten Kurvenastes beschrankt bleiben, 
wird auf die Darlegung dieser Uberlegungen verzichtet. 


5. Naherungsloésung fiir den ganzen t-Bereich 


Um eine gute Approximation zu erreichen, ist es wiinschbar, fiir #4) eine Funktion zu 
wahlen, welche die Funktionswerte sowie deren Ableitung fiir ¢=o und ¢=oo mit der 
exakten Kurve des zeitlichen Temperaturverlaufes gemein hat. Da sich viele Kurven denken 
lassen, die diesen Bedingungen angepaft werden kénnen, soll zundchst eine kurze Uberlegung 
dariiber angestellt werden, welche Kurvenform den Gegebenheiten der vorliegenden Auf- 
gabenstellung wohl am ehesten entsprechen wiirde. 

Ein Bild hiervon la8t sich gewinnen, wenn man Gl. (g) schrittweise vereinfacht, bis sie 
mittels einfacher Korrespondenzen zuriicktransformiert werden kann. Wahlt man L, und L, 
hinreichend groB, um 


Ly ———— 
tgh — ystop=1 
setzen zu kénnen!, so erhalt man fiir Gl. (g) eine Naherung in der Form: 


A, 4. Ay Z 
a ee 2 °2 
+ 


a (16) 
ays+o + a, s+, 
Fiir diese Funktion la8t sich nach Umformung in die Gestalt 


re Teed Ky ge al S+Q, 1G ea S+ Po 

Bis) ion opt ete le (17) 
eine Riicktransformation durchfiithren. Der Ausdruck, den man nach der Riicktransformation 
erhalt, ist aber noch immer sehr unhandlich. Er soll an dieser Stelle lediglich im Interesse einer 
qualitativen Beurteilung in vereinfachter Form angegeben werden. Man erhalt, falls man die 
in der exakten Lésung enthaltene BessELfunktion durch die ersten beiden Glieder ihrer stark 
konvergierenden Reihe ersetzt (siehe Anhang) 


Oy =Qi + Qo PF 4Q,-6- 9 40,- be 9+ Og: Bae 3; — (18) 


mit 


b= UN BPe und 6 poe ae 


2uaaaers 
a — a5 2 


(19) 


(z. B. 2%) als zulassig ansieht und den Wert fiir L aus 


; en 
arc tgh 0,98 = — |): + Ag 2,3 
m os 


ermittelt. Fiir die Veranderliche s wahlt man am Besten den Wert 0. Dies ist die ungiinstigste Annahme, 
welche fiir sehr groBe Werte von ¢ gelten wiirde. (Siehe Grenzwertsatze.) Den besonders interessierenden 
kleinen Zeiten entsprechen bekanntlich groBe Werte von s, welche zu einem noch wesentlich giinstigeren 
Ergebnis (kiirzerem L) fiihren. Eine Darstellung der maximal erforderlichen Lange (s = 0) gibt die folgende 
Tabelle: 


0,142 


0,27 7,5 Omni; O2 abulga 
0,585 17,02 | 20,8 24,1 
1,07 31,2 38,1 44,0 


Erforderliche Lange (in cm) eines Streifens, damit ines \z = 0,98 wird. 
m t 
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Der Fehler, welcher durch die vereinfachte Darstellung der BEssELfunktion entsteht, ist fir 
die praktisch interessierenden Werte von t, und T, bis zu einer Zeit von 100 sec kleiner als 
ca. 0,5%. Bei einer etwas gréberen, aber immer noch guter Naherung (~ 5%-Fehler) fallen 
die Glieder mit ¢ und # fort und man erhalt in 


By = 01 + Oe OnE aE ON a: (20) 


einen Ausdruck, der sich gut als Naherungslésung auch fiir kiirzere Leiterstiicke anwenden 
1aBt. 
Die Konstanten Q,, Q. und Q, kénnen in dierem Fall aus 


By) == =F Use) , Byit) Ss = O.> Dry ltxo == Bro) 


ZU 
Qi = Yy(oo) > (21) 
Py(9) — QB 
Op Oe Ss 
He) — BO, 
On ee (23) 


ermittelt werden?. 

Eine noch einfachere Lésung ergibt sich, falls man voraussetzt, daB die beiden Streifen 
sehr lang seien und auBerdem gleiche Zeitkonstanten haben (vy, = ~2, = ¢). Man erhalt dann 
als dritte Approximation den Ausdruck 


pe at eae et ats SPL weigh > j 
oe? s(s + 9) ay + a s (s + g) (0) ( 4) 
Da 

sett INE (ahs an 

s(s + @) Y 
entspricht, folgt 

Iya) = 210) (eg e)s (25) 


YP 


Das Ergebnis zeigt, daB der Temperaturverlauf trotz der Verschiedenheit des Materials und 
der Querschnitte im Falle gleicher Zeitkonstanten und ausreichender Langen durch eine 
einfache Exponentialfunktion beschrieben werden kann. 

Dieses Ergebnis legt es nahe, fiir eine einfache Naherungslésung ebenfalls eine gleichartige 
Exponentialfunktion zu verwenden. 

Als approximative Darstellung von #,,, kann man daher schreiben 


—o yt 
Bris) = Viren) (1 S14 bs ) 6 (26) 
Der noch unbekannte Faktor y, lat sich auf einfache Weise aus 
Fro) = By(c0) YP, 
bestimmen. Man erhalt 
Fo) 
Ue are (27) 
B00) 


Die Gl. (25) diirfte eine fiir die meisten praktischen Falle genitigend genaue Naherung iiber 
den ganzen Bereich darstellen. 


2 Im Zusammenhang mit den Gl. (18) und (20) sei besonders auf den Umstand hingewiesen, da die er- 
wahnten Lésungen Glieder mit zwei verschiedenen Zeitkonstanten aufweisen. Bei einer Berechnung der 
Erwarmung nach der sogenannten Methode des dquivalenten Warmequellennetzes wiirde mit nur einer ge- 
meinsamen Zeitkonstanten gerechnet. 
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Ein Bild von der Giite der Naherung gibt die in Bild 5 gezeigte Gegentiberstellung von 
gerechneten und gemessenen Werten. 


Als Versuchsanordnung dienten zwei Streifen, mit den in der Tabelle 1 angegebenen 
Abmessungen und Konstanten. Als Werkstoffe wurden fiir die Versuchsanordnung Kupfer 


0 50 100 180 200 250 300 350 sec 400 


Bild 5. Temperaturanstieg an der Verbindungsstelle beim Einschalten eines Stromes von 40 A. 1 gemessene Temperatur, 
2 gerechnete Temperatur nach Gl.(25), 3 gerechneter Temperaturanstieg nach Gl. (10), 4 gerechnete Beharrungstemperatur 
nach Gl.(11), 5 Lufttemperatur, gemessen. 


und Konstantan gewahlt, da hierfiir die zulassigsten Angaben tiber die Werkstoffkonstanten 
vorlagen. Der spezifische Widerstand @ und die Warmeiibergangszahl « wurden durch Messung 
ermittelt. 

Die erreichte Ubereinstimmung zwischen Messung und Rechnung ist in diesem Fall auBer- 
ordentlich gut. Sie wird natiirlich nicht fiir alle Paarungen zweier Korper gleich gut sein. 


Tabelle1. 


Bemerkungen 


Werkstoff der Streifen 


Konstantan Kupfer Se Streifen oxydiert 
eet fever gemessen bei 
@ eats ES Se ae Gebrauchstemp. 
q Onl | 0,08 cm? B-D 
u PIP) | 2,16 cm 2(B + D) 
; a eerees i2-0 : 
a 18,5 + 10-4 1,6. 11O=4 W/cm?, °C | aus « = ermittelt 
Us 
c B72 3,45 Ws/em, °C 
| ete S a 
A 0,245 3,93 W/cm, °C 
= S| ees Be tes 
us 6 50 cm 
cE 92 | ie sec 


Fiir die Bediirfnisse der Praxis diirfte jedoch in den meisten Fallen selbst eine wesentlich 
grobere Naherung fiir #, geniigen, da gewohnlich nicht @, selbst interessiert, sondern entweder 
die Temperatur an der heiBesten Stelle oder (bei Thermobimetallen) ein Ausdruck der Art 


y=K f dxf dy dx. 
L L 
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In beiden Fallen wird der an der Verbindungsstelle gemachte Fehler auf das Resultat nur 
eine sehr schwache Auswirkung haben und erheblich kleiner sein, als jener Fehler, welcher 
durch die Ungenauigkeit der Werkstoffkonstanten und die vereinfachende Annahme ihrer 
Temperatur-Unabhangigkeit entsteht. 

Nach dem Auffinden einer handlichen Naherung fiir #, 1aBt sich die approximative Tempe- 
raturverteilung an den Streifen nun ohne Schwierigkeiten ermitteln (siehe Anhang). Man 
erhalt fir den Streifen 1 den Ausdruck 


foe) 


OS s ) = Pvc = eo oy 1) aan An—% ie Dk 1)F. cos Uz 4% 
1 (x,t) p(oo ie ‘ ae ii U, A; 
sia wae poh) Ie 1)# 208 Ue 4p 4a. 28 
1 
An— Ly U, Ap 


rear 


Wie man sieht, ist auch dieser Ausdruck fiir die praktische Anwendung immer noch etwas 
zu unhandlich. 

Ein einfacherer Ausdruck wiirde sich ergeben, falls man py, = y, setzt. Auf diese Méglich- 
keit wird im nachsten Abschnitt eingegangen. Der Nachteil einer Approximation der in 
diesem Abschnitt beschriebenen Art liegt darin, daB die einfachen Lésungen keine bequeme 
Abschatzung der Genauigkeit erlauben. Dieser Nachteil 148t sich durch Eingabeln vermeiden. 


6. Naherung durch Eingabeln 


Aus der bisherigen Ausfiihrung ist ersichtlich geworden, daB die Kurve des wirklichen 
Temperaturanstieges an der Verbindungsstelle innerhalb des in Bild 4 schraffierten gezeichne- 
ten Feldes liegen muB. Daraus folgt, daB die Erwarmung des Streifens zwischen den beiden 
Grenzen liegt, die sich ergeben, wenn man fiir } die Gleichung der Grenzkurven 


G1 =0 
Und eG 2 thy 
einsetzt. Eine Eingrenzung dieser Art ist zwar leicht méglich, aber nicht giinstig, weil die 


mit G1 und G2 ermittelten Lésungen drei verschiedene Funktionen enthalten, die von je 
5 Parametern abhangen. 


Man erhalt die Ausdriicke 


6b rP oe 2 COS Uz #4 — Apt 
1(¥, £;G1) — ; AG Dy (a 1) (1—e ) 


SE PY (29) 


, Pin A cos Uz % np B A, —q,cos Uz, x Ly 
Ps, #;.G2) =F Oyo) ce, (— i) e (A,—94) = 2 Ino) 7 De Gees 1) aes - a a , (1 ee at) * 
k=o L s 
(30) 


Eine bequemere Lésung laBt sich angeben, falls man die Gerade G1 als untere Grenze bei- 
behalt und fiir die obere Grenze den Ausdruck 


yy = Pex -t. (31) 


setzt, der die Erwaérmung im Streifen 1 fiir den Fall beschreibt, daB A und « beide Null sind 
(Gerade G3). Es ist einleuchtend, daB man bei Vernachlassigung jeglicher Warmeabfuhr 
eine héhere Temperatur errechnet, als sie wirklich auftreten wird. Falls 0, (,1,¢:, die mit 
G1 ermittelte Erwarmung bedeutet und fiir G3 sinngemaB gleiches gilt, kann man schreiben 


payee Via Hee Uk (Ads Gi) 
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Mit den Werten aus (29) und (31) erhalt man 
BA [2 a h<Sen <P at) (32) 


Ox, t 
| gL Fs 
Heder 


resp. 


Diese Eingrenzung ist besser brauchbar, weil nur mehr eine Funktion (#) mit vielen Para- 
meterkombinationen berechnet werden muB. 

WilJl man die Naherung im Bedarfsfall verbessern, so kann dies dadurch geschehen, daB 
man fiir die obere Grenze die Warmeabgabe an die Luft beriicksichtigt und nur die Warme- 
leitung innerhalb des Streifens vernachlassigt. In diesem Fall gilt die Bedingung 


t 


Peer Cea ee meas (33) 


Eine weitere Verbesserung l4Bt sich erreichen, wenn man fiir #,,, eine Begrenzung annimmt, 
wie sie durch die stark ausgezogenen Grenz-Kurven Gi und G5 des Bildes 4 angedeutet ist. 

Da G5 bis zu t, = tmay;¢; auBerhalb des schraffierten Feldes verlauft, kann die Kurve 
G5 im Zeitintervall 0 < t, < tnax;¢, angewendet werden. 

Die Annahme einer solchen Begrenzung kommt der Eingrenzung durch die Kurven G1 
und G2 sehr nahe, hat aber bei giinstiger Wahl der Kurvenform fiir G5 den Vorteil, daB man 
wesentlich handlichere Ausdriicke erhalt. Als giinstige Kurvenform erweist sich wiederum 
eine e Funktion mit y, im Exponenten. 


Setzt man fir #,,) 


[2 
Oy) = sat! (1—e—™) , (34) 
*# Wt 
so kann durch Gleichsetzung von 
ey 
Pit =p—(1—e 4), (35) 
Yi 


fiir jeden Wert von ¢ und 9, ein ~ ermittelt werden, das dieser Bedingung entspricht. Eine 
Darstellung, mit deren Hilfe # einfach gefunden werden kann, ist in Bild 7 fiir abgesetzte 
Leiter angegeben. In diesem Sonderfall gilt: 
By, Ot ; 
2 
Mit #4) gemaB Gl. (34) er ialt man fiir die Temperaturverteilung am Streifen 1 die Lésung 
** 
Oy (4,2) =u {h-+ Pty ee hj} . (36) 


Die Eingrenzung lautet nun 


BAP +2; WoO <I ahah Bs ay.) [ty Ae) A (37) 


Das Korrekturglied 
Bl (i ce a) awh, (38) 


1aBt sich aus bereits vorhandenen Gré8en durch Multiplikation mit # leicht bestimmen. Wie 
man sieht, ist durch die Annahme eines exponentiellen Anstieges der Temperatur 4,/) die 
Auswertung vereinfacht worden, da nur ein komplizierter Ausdruck (h) mit sehr vielen Para- 
meter-Kombinationen ermittelt werden mu, gegeniiber drei derartigen Ausdriicken bei 
Annahme eines linearen Temperaturanstieges. 
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Giltigkeitsbereich der Naherungsformeln 


Aus Bild 4 ist ersichtlich, daB die Eingrenzung nur dann zu praktisch verwertbaren Er- 
gebnissen fiihrt, wenn die Anwendung der entsprechenden Formeln auf einen bestimmten 
Bereich von ¢ begrenzt bleibt. Zweck der folgenden Ausfiihrungen ist es, diese Grenzen anzu- 
geben. 


Da die Temperatur héchstens den fiir den stationaren Zustand giiltigen Wert erreichen 
kann, ist es notwendig, die Naherungsformeln auf Zeiten zu beschranken, die ein theoretisches 
Anwachsen der Temperatur tiber diese Grenze sicher ausschlieBen. 


Dies ist fiir die Eingrenzung E 1 nach Formel (32) dann der Fall, wenn 
Pe yb SZ By(c0) + (39) 
Fiir die genauere Eingrenzung £ 2 nach Formel (37) lautet die entsprechende Bedingung 
Dey: Pal Ovigey (40) 


Man erhalt als maximal zulassige Zeiten 


re Oy (00 
fir £1 lnaxs G3 — oe , (41) 
er 
es ay oo) 1 
fir £2 aren a a Said at (42) 
: »(0) Py 


Bei Leitern, die nur einen abgesetzten Querschnitt haben, aber aus gleichem Material 
bestehen, lassen sich fiir die Grenzen von #,,,, einfache Ausdriicke angeben. Falls wiederum 
L, als hinreichend groB angenommen wird, um tgh b yp = 1 setzen zu kénnen, erhalt man 
wegen 


o< tghb yp cae (43) 
die Beziehungen 
PES Oye OF YK , (44) 
resp. 
D0 ot eR (45) 
oder 
(id OR pare ret (40) 
und 
a s SI ee z VK, (47) 
mit 
eset eae 
Ny 1+ Ny 


Fiir eine orientierende Betrachtung interessiert in erster Linie die untere Grenze, weil bis zu 
dieser die Gleichungen jedenfalls mit Sicherheit angewendet werden kénnen. Da bei der 
Ableitung die vereinfachende Annahme getroffen wurde, daB L, sehr groB sei, bleibt noch zu 
zeigen, daB die in (41) und (42) ermittelten Grenzen fiir alle Werte von L, gelten. 
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Dies lat sich durch eine einfache Uberlegung beweisen. Der Streifen 2 wird nicht nur 
durch seine Eigenerwarmung beheizt, sondern erhalt noch eine Warmezufuhr vom Streifen 1. 
Die Temperatur am Streifen 2 mu& daher im stationdren Zustand jedenfalls gréB8er sein, 

als die Beharrungstemperatur, die er ohne Warmezufuhr erreichen 
wiirde. 


ance, oo) Ze oF . (48) 


Dies gilt besonders fiir die Verbindungsstelle, wo sich die Warme- 
zufuhr vom Streifen 1 am starksten auswirkt. Je kiirzer L, wird, 
desto héher wird die Temperatur am Streifen 2 ansteigen, weil dann 
weniger Flache fiir die Warmeabgabe an die Luft zur Verfiigung 
steht. 

Damit ist bewiesen, da8 die Erwarmung an der Verbindungsstelle 
fiir alle Werte von L, oberhalb der in (45) ermittelten Grenze liegt 

und zwar fiir kleinere Langen noch weiter als fiir groBe. 
CN ees ee esi In der Praxis wird in vielen Fallen die Kenntnis der sehr leicht 
bestimmbaren unteren Grenze vollauf geniigen. Reicht die so er- 
mittelte Zeit nicht aus, so kann der genaue Wert fiir ¢,,, durch eine einfache Rechnung aus 
(41) oder (42) ermittelt werden. In diesem Fall empfiehlt es sich, zunachst zu priifen, ob 
die obere Grenze iiberhaupt ausreichen wiirde. 

Beziiglich des Einflusses der einzelnen Parameter laBt sich sagen, daB kleine Zeitkonstan- 

ten, kleines m, kleines m und groBes L zu Zeiten nahe der oberen Grenze fiihren. 


By=ny-D 
5,=12-D 


7. Praktische Anwendung 


Um einer breiten Anwendung der Naherungslésungen den Weg zu ebnen, muB dem Prak- 
tiker méglichst viel Rechenarbeit abgenommen werden. Man wird sich daher der Vorteile 
des maschinellen Rechnens bedienen und die Hilfsfunktion # mit ihren vielen Parameter- 
kombinationen mit Hilfe einer Rechenmaschine ermitteln. 


28 
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41,8 
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Bild 7. Hilfskurve zur Ermittlung von 7p. 


Fiir die Darstellung von fy7,»,1,1 eignet sich wegen der leichten Ablesbarkeit eine 
Tabelle besser als eine Kurvenschar. Aus diesem Grund sind die Werte fiir # im Folgenden 
in Tabellenform zusammengestellt. 
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Tabelle 2. hy = Ft ¢,m,L): 
Material Thermo-Bimetall Material Neusilber 
t m = 0,142 m = 0,27 
(cm) (sec) tsec] t{sec] 
2 4 6 8 10 20 40 60 80 100 2 4 6 8 10 20 40 60 80 100 
40 | 1,86 3,16 4,0 4,54 4,88 5,4 5,4 W271 57 A O4e 1658 106) E68 | 156 
480") 1,88. 3,23 4,12 4,71 5500 5,7 5:8 5,8- 5,8 NAB) AARoy GIy allt) BIeley ly, Sly) A aley aleay 


OMe SOS 2 OMA ade 5, Lee 5,9) 53905559 5,00 5,9 |) 1,29 1,60) 43685 tS 60) 1470) 7) ie 4,7 077 
70,5 | 160 | 1,89 3,27 4,19 4,80 5,20 5,9 6,0 6,0 6,0 6,0 | 8,29: L061 “CSr 170m 17 O67 (ia: 4p. ee 
200 TRSOMEG 2 OMEAT2 OMA O25} 2360 5, OMO;OR NL O;0N OF08 6508/5 1,20) I-61 21,68: Azo 1.70. Gi7a 1,78 1, 7ee dk 7 
240 1500392 Sa 4521s O38 5324850) (6,07 6,0). 6,0. 6,0 15 20)e 15 O11 GON AON a7 te ele, enh 7a ele 7emmely 7 7 
280 TBQOM S202 2A S45, 2550 0:01 10,0 10,0) OOF 1,207 3), On 1560) 57 01e 1,71 dee ete ade ele te 


320 de COMES 20M 4s ere OAM 5, 20m OOM Owen 6,1 Oot | O01 fe 3 Orel, OL is 1, OO cl), 7mm ls 7 tame eat) meetin’ 7 uel 7 em 

Ms pec be hae 6 eve : oat em VEL eat ee 

40 1,94 3,78 5,45 6,93 8,22 12,4 15,4 a1 SONe 3 20m AGASr As OOn 5°2 085508 O10 

80 107350 0m 008 72 7a 0,718 13582 -18, 0) 19,2 9 10;5 | 459% 3,34 4,32) 4,98 55449 053° 6541 6,47 6;4 

120 | 1,98 3,91 5,72 7,39 8,88 14,3 19,0 20,4 20,9 21,1 | 1,92 3,36 4,36 5,05 5,52 6,4 6,6 6,6 6,6 6,6 
1 160 | 1,98 3,92 5,76 7.45 8,97 14,5 10,5 21,1 21,7 21,8 | 1,92 3,38 4,39 5,08 5,56 6,5 6,6 6,6 6,6 6,6 


200 15 OSEES+ 930 57 O0 408 0 O2a i478 10,8) 21,6 22,252253 1,92 3,38 4540) 5,10 5,95 6)5' 657) 6,79 16,7 647 
240 1p OSES O 405, 50m poe O. 00) 140m 20,5092 1,.08 2255) 22.7, U,92593539) 4542" 55128 95,00) 0,5) 60578 10,7 On) Or7 
ZS0 mie OO 3 O45 Ole 7452509;058 14,08 20;,2) 22,1 8 22,7 23,0109 1,03" 3530 4,425 5,14" 5,02) (6,0) (0l7) 6, 7am nO. Oye 
320 HEOOMS595 5,017,540 9110) 14,0) 20,45 22,5) 22,0 23,4 1,93) 31402 4542 5503, 5503) 90,0) 96572) 6,8) 26, Sin osS 


40 1POG MS hol 55570475245 657 9n 15,0 21,4 1,94 3,715,190 6,41 7,40 10,2) 11,5 

80 25,98 3501 5,78. 7,00 9734 16,8 25,9 30,5 32,8 1597 3580 5,398. O,7ta, 7,02m 01, 2e 1s, Omd3, 4am s.3 

. 120 | 1,99 3,94 5,85 7,72 9,53 17,4 27,8 33,4 36,5 38,1 | 1,98 3,83 5.45 6,81 7,96 11,5 13,5 13,9 14,0 14,0 
1,5 | 160 1,99 3,96 5,89 7,79 9,63 17,8 28,8 35,0 38,5 40,6 | 1,98 3,85 5,48 6,87 8,04 11,7 13,8 14,2 14,3 14,3 
200 1,99 3,96 5,91 7,82 9,69 18,0 29,4 36,0 39,9 42,1 1,98 3,86 5,50 6,90 8,08 11,8 14,0 14,4 14,5 14,5 
240 2,00 3,97 5,93 7,85 9,73 18,1 20,8 36,7 40,8 43,2 | 1,98 3,86 5,51 6,92 8,11 11,9 14,2 14,6 14,7 14,7 
280 2,00) -3,98 5,947,987 9,76_18;2° 30,1 37,2 41,5 44,0 1598) 3,978 5:52) 0:94.98, 145 14,0) 14, 2a 1) ee Oman 
320 2,00 3,98 5,94 7,88 9,78 18,3 30,3 37,60 42,0 44,7 1599) 3597 5,53) 0,95 29315) 12,08 11453) 14 Sietaes 40 


| 40 | 1,95 3,80 5,57 7.25 8,84 15,6 23,8 1,95 3.79 5.49 7,01 8,35 12,9 16,2 
80 | 1,97 3,90 5,78 7,61 9,39 17,5 29,4 36,8 41,3 1,97 3,89 5,69 7,35 8,85 14,3 19,1 20,6 21,1 
| 120 | 1,98 3,93 5,85 7,73 9,59 18,2 31,7 40,7 46,7 507 | 1,98 3,92 5,76 7,47 9,02 14,8 20,2 22,0 22,7 22,9 


2 | 160 1,98 3,95 5,89 7,80 9,69 18,6 32,9 42,9 49,8 54,6 | 1,98 3,93 5,80 7,53 9,11 15,0 20,8 22,8 23,6 23,8 
ZOOM 1003690515, 918 7,540.9, 7590 19)91-33,0) 44,3). 51,98 57,2 0 1,99 3,904) 5,920 7,509,178 Uoy2n eis 2353024 toa 
240 | 1,99 3,96 5,92 7,86 9,79 18,9 34,2 45,3 53,3-59,9 | 1,09 3,95 5,83 7,59 9,20 15,3 21,4 23,7 24,5 24,8 
280 | 1,99 3,97 5,93 7,88 9,82 19,1 34,5 46,0 54,3 60,4 | 1,99 3,96 5,84 7,61 9,23 15,4 21,6 23,9 24,8 25,1 
320 | 1,99 3,97 5,94 7,90 9,84 19,1 34,8 46,5 55,1 61,4 | 1,99 3,96 5,85 7,02 9,25 15,5 21,7 24,1 25,0 25,4 


40 | 1,95 3,81 5,57. 7:25 8,85 15,8 25,3 1,95 3,81 5,57 7225 8:95 15,0 24,1 

80 HOS. 35900 5,78 7,627 9,40) 17,7) 3,5. 42,0 50,2 1,98) 3,90) 5:78) 7,01 9,40, 17,6. 20;8 937,09 42.5 

120 | 1,99 3,94 5,85 7,74 9,00 18,4 34,0 47,1 57,9 66,7 | 1,99 3,94 5,85 7,74 9,59 18,3 32,1 41,7 48,2 52,6 
4 160 | 1,99 3,95 5,89 7,81 9,70 18,8 35,4 49,9 62,4 73,0 | 1,99 3,95 5,89 7,81 9,69 18,6 33,4 44,0 51,5 56,8 


200 1,99 3,96 5,91 7,84 9,76 19,1 36,3 51,7 65,3 77,1 | 1,99 3,96 5,91 7,84 9,75 18,9 34,2 45,5 53,7 59,6 
240 1,99 3,97 5,93 7:87 9,80 19,2 36,8 52,9 67,3 80,1 | 1,99 3,97 5,93 7,87 9,79 19,0 34,7 46,5 55,2 61,6 
280 | 1,99 3,97 5,94 7,89 9,83 19,3 37,3 53,8 68,9 82,3 | 1,99 3,97 5,94 7,89 9,82 19,1 35,1 47,2 56,3 63,0 
320 | 2,00 3,98 5.95 7,90 9,85 10,4 37,6 54,5 70,0 84,1 | 2,00 3,98 5,95 7,90 9,85 19,2 35,4 47,8 57,1 64,1 


40 1,95 3,81 5,57 7:25 8,85 15,8 25,3 RO ESL Gino) oa) esos ula 2535} 


80 1,97 3,90 5,78 7,601 9,40 17,7 31,5 42,2 50,6 1,98 3,90 5,78 7,61 9,40 17,7 31,5 42,1 50,3 
| 120 | 1,98 3,93 5,85 7,74 9,59 18,4 34,0 47,2 58,4 67,9 | 1,98 3,94 5,85 7,74 9,60 18,4 34,0 47,1 58,0 67,0 
Ss | 160 |. 1,99 3,95 5,89 7,80 9,69 18,8 35,4 50,0 63,0 74,4 | 1,99 3,95 5,89 7,80 9,69 18,8 35,4 49,9 62,5 73,3 


200 | 1,99 3,96 5,91 7,84 9,75 19,0 36,3 51,8 65,9 78,7 | 1,99 3,96 5,91 7,84 9,76 19,0 36,2 51,7 65,5 77,5 
240 | 1,99 3,97 5,93 7,87 9,79 19,2 36,9 53,1 68,0 81,8 | 1,99 3,97 5,93 7,87 9,80 10,2 36,8 53,0 67,5 80,5 
280 1,99 3,97 5,93 7,89 9,82 19,3 37,3 54,0 69,6 84,1 | 1,99 3,07 5,94 7,89 9,82 19,3 37,3 53,9 69,1 82,8 
320 | 1,99 3,97 5,94 7,90 9,84 19,4 37,6 54,7 70,8 85,9 | 1,99 3,98 5,95 7,90 9,85 19,4 37,6 54,6 70,3 84,5 
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Tabelle 3. ho = Fis m,L): 


Archiv fiir 
Elektrotechnik 


| Material: Messing Material: Kupfer 
L xr | m = 0,585 m = 1,07 
(cm) (sec) t [sec] t [sec] 
2 a 6 8 10 20 40 60 80 100 2 4 6 8 10 20 40 60 80 1 
40 0,36 0,36 0,36 0,36 0,36 0,4 0,4 OVE Os eh O14 =O; 1: Oy 1da Oe Osta 
80 0,36 0,36 0,36 0,36 0,36 0,4 0,4 0,4 0,4 O11 0711 0711) OFffd 10,44 9 Ode One OL torn 
120 0,36 0736 0736" 0,36 0,36 0,4 0;4 0;4 0,4" 0,4 | “OjA1 0,11 0,11) (0;1% (O;11 Ot OF11s Oy Oy atoms 
0,5 160 0,36 0,36. 0,36 0,36 0,36 of 0,4 6,4 0,4. 0,4) 04% O11 O,41 *0;14.(0,93, 0,01. 0,19) 0) 1to tee 
200 0;36 0,36 0,36 0,86 0386 0,4 0,4 0,4 0,4 “O;ay| 0,11) 0,11 0,0 O;ts Od OF oO; ano; tone 
240 0,36 0,30 ‘0,36: 0/36. 6,36" (0)4 "0,4. 054" (0,4 0)47 | “Oj O,1 2 Joo; 1s OF Oni se OFA Od tae irtenome 
280 0536 0:36 ‘0)367 10,36) 10;36: 40;4) 90,4 O;4. "0,4, 0,47) (Opt (OFT “OTIS OFT Oss OF isle OF 05d ie ners 
320 ©;309107304..0,360) 0,36) 0,386) (0)4) O40 Os4 10,42" 0,40] FO} (0,11 Oo, tO; Tie Ot Opti OFl ato, e eons 
| AQ WAIST On dL .QSeloql acl 42 wilt Az wed, 5 0 eels 0,43 0,43 0,43 0,43 0,43 0,43 0,43 
80° | 1,27 1,39 1,43 1:44. 1:44 5 15° 1,5. 1,5 0,43 0,43 0,43 43 0,43 0,43 0,43 0,43 0,43 
120 | 1,18 1,40 1,44 1,45 1,45 1,5 1,5 1,5 1,5 1,5 | 0,43 0,43 0,43 0,43 0,43 0,43 0,43 0,43 0,43 O04 
1 160 | 1,18 1,40 1,44 1,45 1,45 1,5. 1,5 1,5 1,5 1,5 | 0,43 0,43 0,43 0,43 0,43 0,43 0,43 0,43 0,43 0,4 
200 | 1,18 1,41 1:45 1,45 1,45 15 41,5 1,5 1,5. 1,5 | 9,43 0,43 0,43 0,43 0,43 0,43 0,43 0,437 0,430Gm 
| 240 |~1,18 1,41, 1,45 1,46 1,46 1,5 1,5 1,5 1,5 1,5 | 0343 0,43 43. 0,43 0,43 0,43 0,43 0,43 0.4300m 
280 1,18 1,41 1,45 1,46 1,46 1,5 1,5 1,5 1,5 1,5 | 0,43 9,43 943 9,43 0,43 9,43 0,43 0,43 0,43 0,4 
320 | 1,18 1,41 1,45 1,46 1,46 1,5 1,5 1,5 1,5 1,5 | 0,43 0,43 0,43 0,43 0,43 0,43 0,43 0,43 0,43 0,4 
AQ) sts 650e2 43) 9270 92,04 93502) 3hde egal 0,89 0,96 0,96 0,96 0,96 1,0 1,0 
80 1-660 25401 92,85, 3,03) Slt 352 (PB Sy sen | 0,590 (0,97 0,07 0,97 .0;97- 1,0) “1,08 1,08) 0 
| 120 | IpOTh 2) 508 2558-3,008 Sntqu sh28 93720 312 52. (342. |) 0,90 0F07! 0,08 0,908) 0508" 1,0) 450—5 Ome tcoueaee 
1,5 160 | 167m 2500 2,808 85078 3,LON 1352 52 332! F332 3524) 0f000 05071 0,089 0,508, (O08 aon atOy 01.0 maet Omr 
| §200)_|. 1,68: 2,51 2,90 3,08 3517 3,2. 3,2 3,2 3,2= 3;2:'| 0,901 0,07 0798: 0,98 0,908 4,05 jo ol Cums 
| 240 1,68™2551 25905 3509 3517) 352) 352> 352) .3,2-4°3)2 11-0590. 0,907" 0,98) 0,08).03908) | 1,0) aon 1. ome ome 
280 JOG) 2st 2 Ole SOON SS 3,2 52 ~352, 1 3,2; »33;2.|/.0;90), 0,987 ©;98 0f98 0308 30) Aloe 4 osm Ome 
320 OSU 252) 2,01) 3,00) Shion 3,20 ish2n S52 52. 2 3:2|) 0,90, 0598: 0,98 0598. 10;08) 1.0) | Se0N 1-O med, oe 
AQ s5 85) 53h 3,90) 4,40.94,70) 9552.) 542 1,23" 1,59, 1,006 1,080 1,08 ai yz 
BOW 2568" 948 402. 456-400) GaSe 45,51) 518 5 25.5 1520) 1761 1,60) 13745 A574 ie ee leet 
120 188% 3524) 4500 4,02 — 4,975 85,09 56) 5569 <5,0em5, 00) 130m 1,02) {178 1728 72 tye 7 
2 160 |~1589 3,22 4,08 4,04 5,01 5.6 5.7 5,7 5,7 5,7 1530: 1,63° 1,70, 2372) 1,73. 4578 357 17 
200-| 1589 3,23 4,10 4,66 5,03, 5:6" 5.7 5,7. 5,7 -5s7.1|, 1430. 3,63. 1,72 1,73) 1673 a7 A 
| 240 | 1,89 3,23 4,11 4,67 5,04 5,7 5,7 557 557 57 | 1,30 1,63 1,71 1,73 1,73 17 17 17 417 1, 
280) ,| 1,80) 3523) 4,10 4,08 5,05. 557) 558) 5,895,859 5,8) 1730) 1,63) 1972073" 1773) ye re 
320 AGSOL 324m A128 AOOP 5,00" Gx7e 5,S8 5, Sunes Oma ,O 1330)°1;63% a57de 25373) 1374" “gy ge ee 
40 TOS 357) 5544) 10000 Oo 1aei2 25 ALO 1,89 3,28 4,21 4,840 55260) 7 6,0— 654 
80 1,98 3,88 5,64 7,23 8,63 13,5 17,4 18,4 18,7 1,91 3,35 4:35 5:03 5,50 6,4 6,5 6,5 6,5 
120 1,99) 3,01) 5,7.) 7,34) 8380)rd4,0) 18,3) 10}60 20/0 1F20,dNl 1ho28 3538104, 30st ONS eS Se Gs 637) 0,75) 67 ae 
4 160 1,99 3,93 5,75 7:40 8,89 14,2 18,8 20,2 20,7 20,8 1,92 3,539) 4,42. 5533. 5,02) 6,6" “657° 0} 77h O 7 aumeen 
200 | 1,99 3,94 5,77 7:44 8,94 1454 10,1 20,6 21,1 21,2 | 1,92 3,40 4,43 5,15 5,65 66 68 68 68 6 
240 | .1,99 3:94 5,78 7,46 8,98 14,5 19,3 20,9 21,4 21,6 | 1,93 3,40 4,44 5,16 5,67 6,6 6,8 6,8 ° 6,8 6 
280 100083595) 55798 Jado) O\OON AAs 5) LO se 2, et Om2d.3 1,93: 3,41 4,45. 5,17 5,68 6,6 6,8 6,8 9 6,85a@ 
320 2,00) 3,95: 5,80. 740) 9,02) 14,6 1050) 21,2 21,89 22,07) 1503) 3,41 4545) 5,200 55008 0.78 10,08 10, OOO mmm 
40 | 1,95 3,81 5,57 7,25 8,84 15,6 23,7 1,95 3,79 5.49 7,02 8,37 13,0 16,4 
80 | 1,97 3,90 5,78 7,61 9,39 17,5 29,2 36,3 40,5 1,97 3,89 5,70 7,36 8,87 14,4 19,3 20,9 21,4 
120 1,98 3,93 5,85 7,74 9,59 18,2 31,4 40,1 45,8 49,5 | 1,98 3,92 5,77 7,48 9,05 14,9 20,4 22,3 23,0 23 
8 160 | 1,99 3,95 5,89 7,80 9,69 18,6 32,6 42,3 48,8 53,3 1,99 3,94 5,80 7,54 9,14 15,2 21,0) 23,2523;0 02m 
200 | 1,99 3,96 5,91 7,84 9,75 18,8 33,4 43,6 50,8 55,8 | 1,99 3,95 5,83 7,58 9,19 15,3 21,4 23,7 24,5 24 
240 | 1,99 3,97 5,92 7,87 9,79 18,9 33,9 44,6 52,2 57,5 | 1,99 3,95 5,84 7,60 9,23 15,4 21,6 24,0 24,9 25 
280 | 1,99 3,97 5,94 7,88 9,82 19,0 34,2 45,3 53,2 58,9 |- 1,99 3,96 5,85 7,62 9,26 15,5 21,8 24,3 25,2 25 
320 | 1,99 3,97 5,94 7,90 9,84 19,1 34,5 45,8 54,0 59,9 | 1,99 3,96 5,86 7,64 9,28 15,6 22,0 24,5 25,4 25 
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Da in der Praxis. die Berechnung der auftretenden Maximaltemperatur am haufigsten 
vorkommt, wurde h fiir diesen Fall (¥ = 0) ermittelt. (hg) 

Als Materialien wurden Bimetall, Neusilber, Messing und Kupfer gewahlt, weil diese 
Werkstofie in der Praxis oft vorkommen und auBerdem in ihren Eigenschaften (Warme- 
leitfahigkeit) so gestuft sind, daB der theoretisch mégliche Bereich in Abschnitte unterteilt 
wird, die etwa einer geometrischen Reihe entsprechen. 

Die Handhabung der Naherungsformeln ist sehr einfach. 

Man ermittelt zunachst von Hand 

Ue ay bed Se aes 
Dann sucht man aus der entsprechenden Tabelle den Wert fiir hi¢m,1,y, Wobei u. U. 
ein Interpolieren erforderlich ist, und bildet 


. Oe pe ee 
Ist die Differenz groB, so kann fiir 3, der Ausdruck 


Max 
De oo Wain ae Lie ay p [T (1 ah ae ep) rep h| 
ermittelt werden, wobei # aus 


peeks 

pa Pei 
bestimmt werden kann. 

Fiir f ist in Bild 7 eine graphische Darstellung angegeben. 


Mit Hilfe der Kurven ist Berechnung von # auf sehr einfache Weise méglich. 


8. EinfluB der einzelnen Parameter 


Die Auswertung der Formel (29) erlaubt eine gute Beurteilung des Einflusses der einzelnen 
Parameter. 

Dieser Einflu8 ist aus den Darstellungen der nachfolgenden Bilder 8—15 deutlich zu er- 
kennen. Man sieht, daB die Verschiedenheit der Zeitkonstanten keinen starken EinfluB hat, 
wahrend der EinfluB der Warmeleitfahigkeit 4 (Verschiedenheit von m) sehr deutlich zu Tage 
tritt. Auch der Einflu8 der Lange ist starker als jener von Tt. 


9. Berechnungsbeispiel 
Gegeben sei: 
Te 175 Ss, Wy = 0,585 , jie S, 
Ahoy ame Ca T= 2:8 cia pies, 
B 3 
Gesucht ist die Erwaérmung der heiBesten Stelle. 
Man ermittelt zunachst von Hand 
{* 27° t= 120. 

Dann sucht man fiir 


den entsprechenden Wert fiir /. 
Hierzu ist in der Regel eine mehrmalige Interpolation erforderlich. 
Im vorliegenden Fall sieht die Berechnung etwa folgenderma8en aus: 
Fiir ¢ = 10” wird 


1 RO ee 3,05 


5,05. roe 
Pi ree sy = 5502 dO alt na irre Reged me Nee 
hl, = 200,L = 4 — 8,94 8,94 — 8,89 
; ‘ yi ble = 17s,n=4 = 8,89 + ——— (175 — 160) = 8,909 , 
t= 160,L =4 — 9,99 


= 63578 | 


oS 
Weieen 28 == 5,018 “= (8,909 cia 5,018) oe = 


2 
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1025 05 z 2 4 cm 8 


L— 


Bild 8. Der EinfluB der Linge L, auf den Wert ho. 
Parameter: ¢= 0,142 0,585 
t = 200 (fiir kleinere r wird Ayein wenig kleiner, fiir 
gréBere t ein wenig groBer 
t= gemiB Angabe im Bild. 


00sec 


0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 


Bild 10, Der Einflu8 von m auf den Wert fy. 
Parameter: L,= 2cm; t= 2008; ¢ = gemiB Angabe im Bild. 


i 


t=100 sec 
——— m= 0,27 | [ 80 
| —— m=1,07 60 
| + } ie: 40 
cz | 400 
80 
60 
ioe 40 
t=20sec : 
J \-2 
Wa 
40 
40 
8 Va 8 
IE — 
= : 6 Ze § 
ae es 
4 VD Ge 4 
CS a 
T Ge T 
dl 
2 
—— 
JT 
i 
0,25 06 4 2 4 com 8 
— 


Bild 9. Der Einflu8 der Lange L, auf den Wert hy. 

Parameter: m= 0,27 1,07 

t = 200 (fiir kleinere t wird /, ein wenig kleiner, fiir 
gréBere t wird hy ein wenig gréBer). 


02 OF 06 0,8 40 


m—_, 


Bild 11. Der Einflu8 von m auf den Wert hy. 


Parameter: L,= 0,5 cm; t = 2008; ¢ = gemaS Angabe im Bild. 
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t=2see 
1 
t=8sec 
t=80sec 
7m, =0,585 
L=4em 
5 
i 
10 a0 720 760 20 2) s(<é‘ 80 720 160. 200 240 280 sec 320 
t-—> -—- 
Bild 12. Der EinfluB von t auf ho. Bild 13. Der EinfluB von r auf fy. 
Gezeigt ist die prozentuale Abweichung gegentiber t = 2005. Gezeigt ist die prozentuale Abweichung gegeniiber tT = 200s. 
Iyj=4cm (gilt angendhert fiir 2—8 cm) Ly=4cm (gilt angendhert ftir 2—8 cm) 
= ticm) Ey = Lent 
m—=0,142 (Thermobimetall). m = 0,585 (Messing). 


80 


: + 


T =H Sec t=80sec | al 
60 7 Wis thy 7 3 | t 60 | [ 
T=80 La ? . 
s t Ses 40 bas 
30 r No 30 I | 4 
T=320 : 
20 t=80set 20 { 
7=80 S 
A a eee _| N . 10 Ee 
as 8 _ = t=8sec & 8 i 
aa] en + i 
6 t=8seC i =| 6 
SSE +=80sec 
4 aS 4 4 ral 
t=8see 
3 aS 3 ] + 
\\ 
2 oe 
\ 
— L=4cm \ 
——=1cMm \ 
19 02 Of 06 08 aL 1) 02 04 06 08 tL 
Ce Ae 
Bild 14. Die Temperaturverteilung am Streifen 1. Bild 15. Die Temperaturverteilung am Streifen 1. 
Parameter: Parameter: 
m = 0,142 m = 1,07 T= 2008S 
tund t gemaB Angabe im Bild Lic += 8 und 80s. 


oA em: 1m. 
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Fiir ¢ = 12 sec erhalt man mittels linearer Erweiterung 
LZ 
h|, — ete h|; — re) | = —— 6,578 2) = 7,89 : 


Der nach Formel (29) errechnete genaue Wert lautet: 7,985 . 
Der Fehler, welcher durch lineares Interpolieren entsteht, ist in diesem Fall ca. 1%, aso 
sehr klein. 
Qs nin = uf ay hw 7O° C, 
a TO niga) aor 


Fiir eine genauere Eingrenzung gilt: 0, na,= 79 + 10- 1,04: = 3,6 = 91,5 (siehe (36)) 
eas 79 < Pato; 1y < 915 - 


Der wirkliche Wert wird nahe der oberen Grenze liegen. Bei kleinerem m ist die Eingrenzung 
bei sonst gleichen Parametern wesentlich enger. 


10. Berechnung des stationdaren Zustandes 
Da in der praktischen Anwendung vielfach auch das Verhalten der Funktion ftir sehr 
groBe Werte von ¢ interessiert, soll auch dieser Fall kurz angefiihrt werden. 
Die Erwarmung im stationdren Zustand laBt sich auf einfache Weise durch Anwendung 
des Grenzwertsatzes aus (8) ermitteln. 


Man erhalt: 
cosh il ae 
m T 
Daca = ics ee ay T) : Se hee Ty 
cosh —4 + 
Hat ta 
resp. 
5 hex 6 
eae pe cos oF, 
( nied) r) cosh e L ace 
mit 


1 Sia aU 
ee OU ee = 
1 TMG L m t Aq 


und @,(..) nach Formel (11). 
Zusammenfassung 

In der vorliegenden Arbeit wurde versucht, die Berechnung der transienten Erwaérmung 
von elektrischen Leitern mit stiickweise verschiedenem Querschnitt auf eine so einfache 
Form zu bringen, daB der zeitliche Aufwand kein Hindernis fiir die praktische Durchfihrung 
solcher Berechnungen bilden sollte. 

Es wurden Naherungsformeln angegeben, die im Verein mit ebenfalls angegebenen Ta- 
bellen und Kurven eine einfache und schnelle Berechnung solcher Erwarmungsprobleme er- 
moglichen. Da es sich um ein Eingrenzungsverfahren handelt, kann auch der durch die Ver- 
einfachung entstehende Fehler gut abgeschatzt werden. 

Die Tabellen und Kurven wurden von der Fa. Sprecher & Schuh A. G. Aarau zur Ver- 
fiigung gestellt, der ich an dieser Stelle fiir das freundliche Entgegenkommen bestens danken 
mochte. 

Anhang 
1. Riicktransformation von (16) 


ay %4 4 4 
loa: Vs+a Vs+oz a Vs+e1— tS +02 
‘ : a, sto, + a) s+ oe a, Vs +1 — 4 s+. 


OE, = A Ee, On Se SHO Fi ST Ps 
Wa 171 afar 4 49% |! oo, ama so, 


BV nme? are) 
s (aj — 43) s + a5 p — 43 Ge 


? 


(A 1) 
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Mit 

2 
K,= 34> 4S*%. K,= 2%% Fi tees Ca 
: -- 
ai — ab a? — az’ : aj — a3 
und 
2 2 
P= 4191 — % Pe 
aj—ag 

wird 


t 
eS) a) 
Fay =e ‘Tousn + MS é *. Jouse O68, 4 
oO 


t 
Fug =€ * Joucpat ve Se 2? > Souicana ds 
Oo 


(oy 2a eta Ra aes 


2 2 


pe t \2 B4 ¢t \4 
Jotien = Jot (—sq = 1+ as] 7 (2) ee 


Die Reihe fiir Jy ist stark konvergent. 


Fiir den besonders ungiinstigen Fall 


igi ty T5105 at Z. b>. Gas zwelme Ghied bet 
t= 10s nur einen Wert von 0,06%, 
bei ¢ = 100s einen Wert von 6% des ersten Gliedes. 
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(A 2) 


(A3) 


(A 4) 


Bei den iiblichen Zeitkonstanten von mehr als 100s wird das zweite Glied noch erheblich 
kleiner (t, = 100; t, = 150; £= 100. Wert des zweiten Gliedes: 0,7%). 

Es ist daher zuldssig, die Reihe nach dem ersten (oder zweiten) Glied abzubrechen. 
Im Falle A (JoGg)= 1) wird 


Ob e— Dia 
Fi, F, = é re w r caval Pi Gr), 


Fiir F,* F, gilt die gleiche Formel, jedoch mit ~, statt ¢. 
Kontrolle: Fiir den Sonderfall gy, = y. = y wird 
Pe Poe he lye Pye (be) 
YP 


und daher 


Fy = (1) (Ki + Ke + Ke). 


Da 
(uly a eT 


ay + a, 


ist die Gleichheit von (A 6) und (26) bewiesen. 


(A 6) 


Im Falle B (Jouig: = 1 + w #) setzt sich Fy aus den Ausdriicken F'3, und F,, zusammen. 


8s, [8] Nr. 126 und [7] 5.3(27) Vol. x 
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Fir F, ist das Faltungsprodukt F,* Ff, in (A 5) bereits errechnet. 
Fir F;, erhalt man 


8 2 23 Meee 
Fyy = |e ae m1) 4 ae e hoses gal 


= 0 (Koo Kye 8" oe Rpt ct Rape O2) (A 7) 


Der Faktor w wird fiir den Sonderfall y, = g. = y zu Null. Daher verschwindet der Term 

(A 7) und auch das Faltungsprodukt fiir diesen Sonderfall und man erhalt wieder (A 6). 
Durch die Faltung von (A 7) mit e~®’ kommt man auf einen Ausdruck, wie er in Glei- 

chung (18) angegeben ist. Auf die Ausfiihrung der, Faltung wird aus Platzgriinden verzichtet. 


2. Bestimmung von #,, 4; Gl. (28) 


‘ Ss Fi 
cosh 7, |/ — +7 cosh ¥, a a 
By (co) ms A 1 1 my ms 
Se Corals pee ee 
s(s a ee S(S + Qj) S(S + Py) Ss 1 
cosh L, =~ cies cosh L, a 
mi mm: m? me 
Die Riicktransformation kann mittels der Korrespondenzen 
P 
: e-—o : (4 ed 
(s + @) P 
und 
h = k 
cosh # Ys SS CIN Oc Yr rea eie U,=- eee es 
cosh L ys L k=o 2 ie 
sowie der kombinierten Verschiebungs- und Ahnlichkeitsregel 
R t 
Aa pee 
Tegeaty are pata Figay 
unter Anwendung des Faltungssatzes 
t 
(s) e-o f Fy (€) ; F,(¢— €) - dé 
oO 
vorgenommen werden. 
Man erhalt fiir den Streifen 1 mit 
A, = Uj. m+ yy, 
cosh 4, an ee ae 
1 ~. | my was Move ae “ili ~ eV SRK yk cos ane ARM 
s(s + @,) IE A, — 
Yy sean s i PL Py 1 se (BU: 
m* me 
pe cosU,4%, A 7 A ) 
( 1) RG poll ieae (1—e* A 
pay U,A, Ap—yQ, uo) 
cosh #, ou ar at ag 
4 m m U — 
ae ae aes oo > 1h F(a =e *#) (A 10) 
s(s + ) s(s + y) eis YM Lo U, Ax 
2 


2 
my my 
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Der letztere Ausdruck ergibt, mit J? z, multipliziert, die Temperaturverteilung am Streifen, 
fiir den Fall, da8 @, » fiir alle ¢ gleich Null sei. (0, (4, x). 

Nach Multiplikation von (Ag) mit 8, .)-gy, und von (A 10) mit J? 2, erhalt man als 
allgemeine Lésung von (A 8) den Ausdruck 


A,—©@ = Ali) ; 2 , U,x* =, 
x Ae k ) tees. ; » a 1)* CT (1 —e #) ; (A 11) 
es 1 Ly 


Fir den Sonderfall, daB beide Streifen genau gleich sind, also auch g; = ~2 = 9, ist, erhalt 
(A 11) wegen 


peas | yes Upx 4. wysin (2k +1) yaar 
L i Zs 2k+1 ; 
k=o0 k=0 
ge tb, SE a9 : ee 
N=. = Oe Nae siehe [10],25:-337 


die fiir den homogenen Streifen bekannte Form 


P= Oo" (1 —e—*?) 


3. Bestimmung von Hy j; ¢9) 


Die Unterfunktion zu 9, ,.¢,, unterscheidet sich von (A 8) nur durch den ersten Teil- 


summand. Dieser lautet: 
ee S V1 
cosh + Ie + me 
gif i 


a) 
hy = 2 ee =hhyy* fee: 
cosh L == v1 
* at 
Fi =@t, 
Poe thee S Gq) cos U, x 
eo Ly, Ux Fig: 
R=0 
Daher: 
2 Ne cos U, x 2 A, — 1 608 Up, cag y 
Fy+F,=Qt > > (14-91) —0F Sh (1—2 **) 
Cae le k Uy A, IL, A Ua 
NY gre h.*~>k 1 k BAR (A 12) 
Ay 2% + Gy 29 ; 
Cae 4 me U, (0) 


Durch Addition von (A 12) und (A 10) erhalt man (30). 
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Die Riickztindungswahrscheinlichkeit von Niederspannungs- 
Quecksilberdampf-StromrichtergefaBen in Abhangigkeit von 
elektrischen Beanspruchungs¢gré8en* 


Von 
V. ZIPFEL, Berlin 


Mit 10 Textabbildungen 


(Eingegangen am 5. April 1961) 


Inhaltstibersicht: Allgemeines — Die Kommutierungsbeanspruchung — Aufgabenstellung — Priif- 
schaltung zur Messung der Rickziindungshaufigkeit — Riickziindungsstatistik —- MeBergebnisse — Der 
Anodenriickstrom -— Anodenriickstrom und Rickziindungshaufigkeit — Praktische Anwendung der Er- 
gebnisse — Zusammenfassung. 

Allgemeines 


Bei der Projektierung von Quecksilberdampf-Stromrichteranlagen steht im Vordergrund 
die Frage nach der Grenzleistung der StromrichtergefaBe. In gesteuerten und geregelten An- 
lagen, wie sie heute vorwiegend zur Anwendung kommen, wird die Grenzleistung in erster 
Linie durch die héchstzulassige Zahl von Riickziindungen, die bekanntlich durch die Auf- 
hebung der Ventilwirkung des GefaéBes zu einer Betriebsstérung fiithren, bestimmt. 

Riickziindungen entstehen bei den heutigen Niederspannungs-StromrichtergefaBen, sofern 
diese technologisch einwandfrei sind, erfahrungsgema8 nur als Folge der Kommutierungsbe- 
anspruchung; die Kenntnis der beim Kommutierungsvorgang auftretenden Beanspruchungs- 
groBen und des Zusammenhangs dieser GréBen mit der Riickziindungshaufigkeit, ist somit fiir 
die Auslegung von Anlagen mit einem bestimmten Grad an Betriebssicherheit von groBer Be- 
deutung. Da es bisher noch nicht gelungen ist, die physikalischen Ursachen der Rtickziin- 
dungen befriedigend zu klaren und GesetzmaBigkeiten fiir ihre Entstehung aufzustellen, ist 
man bei der Ermittlung des Zusammenhangs zwischen Kommutierungsbeanspruchung und 
Riickziindungshaufigkeit auf experimentelle Untersuchungen angewiesen. 


Die Kommutierungsbeanspruchung [1] 


Die entscheidenden Faktoren der Kommutierungsbeanspruchung sind das sprunghafte 
Einsetzen einer negativen Spannung (Sprungspannung) an der Anode im Loéschpunkt des 
Anodenstromes und das gleichzeitige Vorhandensein von Rest-Ladungstragern (Elektronen 
und Ionen). Die Konzentration der Rest-Ladungstrager wird dabei in erster Linie von der 
Anderungsgeschwindigkeit des fallenden Anodenstromes bestimmt. Durch die negative Span- 
nung an der Anode werden die Jonen zur Anode hin beschleunigt, Gie Elektronen dagegen aus 
dem Anodenraum abgedrangt. Dies fiihrt zur Bildung einer Raumladungszone (Sperrschicht) 
um die Anode, an der die Sperrspannung ansteht. Die Ventilwirkung des GefaBes kommt da- 
durch zustande, daB die Anode unter normalen Bedingungen keine Elektronen emittieren 
kann. Entsteht unter der Einwirkung der Sperrspannung und des Ioneneinstromes in die 
Anode, der als Riickstrom bezeichnet wird, ein Brennfleck auf der Anode, so wird durch die 
einsetzende Elektronenemission die Ventilwirkung aufgehoben, d.h. es erfolgt eine Riick- 
ziindung. 

In dem Bestreben die Kommutierungsbeanspruchung entsprechend den physikalischen 
Gegebenheiten durch leicht bestimmbare KenngréBen zu definieren, wurde von K. H. KINGDON 


* Dieser Aufsatz ist ein Auszug aus der Dissertation des Verfassers an der TH Darmstadt. 
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und E. J. Lawton [2] die Kommutierungsbeanspruchung B als das Produkt aus Sprungspan- 
nung w,,, und Stromanderungsgeschwindigkeit dz,/d¢ definiert, 


B = tcp, di, /dé (1) 
und von W. SCHMALENBERG [3] der Ausdruck 
BS Ue tp (2) 


pr 


vorgeschlagen, wobei 7, den Maximalwert des Anodenriickstromes bedeutet. 


Aufgabenstellung 


Unter Zugrundelegung der erwahnten Definitionen ist die Abhangigkeit der Riickziindungs- 
haufigkeit von der Kommutierungsbeanspruchung bei StromrichtergefaBen mehrfach durch 
statistische Messungen untersucht worden [2], [3], [4] u. [5]. Zur Darstellung der Ergebnisse 
wird dabei allgemein die vereinfachte Poissonsche Gleichung [6] 

Wee rest (3) 
verwendet. Diese bekannte statistischeFormel, deren Anwendung bei der Riickziindungs- 
statistik auf KINGDON und LAwTon [2] zuriickgeht, gibt die Wahrscheinlichkeit W an, mit der 
eine GréBe, die im Mittel den Wert uw hat, den Wert x erreicht. 

KINGDON und LAwTon gingen von der Annahme aus, daB eine Riickziindung dann eintritt, 
wenn eine Anzahl von oder mehr Ionen auf ein betrachtetes Flachenelement der Anode auf- 
trifft, und setzten den Mittelwert dieser zufalligen Schwankungen unterworfenen Anzahl von 
Ionen versuchsweise, d. h. ohne eine eindeutige physikalische Begriindung geben zu kénnen, 
proportional der Kommutierungsbeanspruchung nach Gl. (1). Bei doppeltlogarithmischer 
Darstellung der Poissonschen Gleichung erhalt man im praktisch interessierenden Wahr- 
scheinlichkeitsbereich (W < 107%) Geraden verschiedener Steilheit 7 und kann demnach fiir 
die Abhangigkeit der Riickziindungshaufigkeit von der Kommutierungsbeanspruchung setzen: 


A ~ B" (4) 


wobei 7 wie von TH. WASSERRAB vorgeschlagen wurde [5], als Ventilqualitat zu deuten ist. 

Der AnlaB, den Zusammenhang zwischen Riickziindungshaufigkeit und Kommutierungs- 
beanspruchung zum Gegenstand erneuter Untersuchungen zu machen, war die bereits von 
M. DANDERs [7] erwahnte Feststellung, daB die Ergebnisse umfangreicher Riickziindungs- 
statistiken, die bei der AEG mit einer Ersatzpriifschaltung [8] durchgefiihrt wurden, durch die 
erwahnte Darstellung nicht befriedigend beschrieben werden konnten. Bei den Messungen 
wurde auBerdem beobachtet, daB nicht nur der Betrag, sondern auch der Verlauf der Sprung- 
spannung einen EinfluB auf die Riickziindungswahrscheinlichkeit ausiibt. 

Eine kritische Betrachtung der bekanntgewordenen Untersuchungen iiber den Zusammen- 
hang zwischen Riickziindungshaufigkeit und Kommutierungsbeanspruchung zeigt ferner, daB 
die Riickziindungshaufigkeit allgemein nur in Abhangigkeit von der gesamten Beanspruchungs- 
kenngroBe untersucht wird; es wird also vorausgesetzt, daB die einzelnen Parameter der Be- 
anspruchungskenngroBe die Riickziindungshaufigkeit in gleichem MaBe beeinflussen. Da die 
physikalischen Ursachen der Riickziindungen, wie eingangs schon erwahnt, jedoch noch weit- 
gehend ungeklart sind, ist ein einwandfreier Beweis hierfiir aus der Theorie nicht zu erbringen. 
Es soll deshalb Ziel der vorliegenden Arbeit sein, den Einflu8, welchen jeder einzelne elektro- 
technisch bedingte Parameter der Kommutierungsbeanspruchung auf die Riickziindungswahr- 
scheinlichkeit ausiibt, durch statistische Messungen zu untersuchen; es wird dabei auBer 
dem Maximalwert der Sprungspannung #%,,, und der Anderungsgeschwindigkeit des Anoden- 
stromes im Léschpunkt (dz,/dé)) die maximale Steilheit der Sprungspannung (da,,,/dt) a, be~ 
riicksichtigt. 

Um die Bedeutung des Riickstromes als KenngréBe der Kommutierungsbeanspruchung zu 
klaren, soll ferner versucht werden, den funktionellen Zusammenhang zwischen dem Maximal- 
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wert des Anodenriickstromes und den genannten elektrotechnischen Beanspruchungspara- 
metern zu ermitteln. 

Aus dieser Aufgabenstellung ergibt sich die Forderung nach einer Priifschaltung, die es 
gestattet, die einzelnen Parameter der Kommutierungsbeanspruchung unabhingig voneinander 
zu variieren; mit anderen Worten: es mu8 méglich sein, jeweils nur einen Beanspruchungs- 
parameter zu verandern, ohne daf dabei eine Riickwirkung auf die iibrigen konstantgehaltenen 
Betriebsbedingungen eintritt. Um dem statistischen Charakter des Auftretens der Riickziin- 
dungen gerecht zu werden, muf die Beanspruchung dabei soweit gesteigert werden kénnen, 
da8 man in angemessener Zeit geniigend Riickziindungen erhalt. SchlieBlich muB das Priif- 
verfahren eine exakte Nachbildung der bei praktischen Betriebsverhialtnissen auftretenden 
Form der Beanspruchung erlauben, so daB die MeBergebnisse einwandfrei auf praktische An- 
wendungsfalle titbertragen werden kénnen. 


Prifschaltung zur Messung der Riickziindungshaufiskeit! 


Die zur Messung der Riickziindungshaufigkeit benutzte Priifschaltung, mit der sich die 
angegebenen Forderungen realisieren lassen, stellt eine Weiterentwicklung einer bereits friiher 
von der AEG verwendeten Stromrichter-Priifschaltung [8] dar. Wie das Prinzipschaltbild 
(Bild 1) zeigt, besteht die Schaltung im wesentlichen aus einem Reihenschwingkreis (1), 
welcher die eigentliche Kommutierungsbeanspruchung fiir den Priifling (GefaB V,) erzeugt 
und einem Belastungsstromkreis (3), der die dem Nennstrom des Priiflings entsprechende 
thermische Beanspruchung liefert. Das GefaB V, iiberbriickt einen Teil der Schwingkreis- 
drossel und bildet den Hilfsstromkreis (2). 


Bild 1. Prinzipschaltbild der verbesserten Stromrichter-Priifschaltung. 


Die Vorgange in der Schaltung, die sich mit Netzfrequenz periodisch wiederholen, sind 
folgende (s. auch Bild 2): 

Die Kondensatorbatterie C des Schwingkreises wird nach Aufladung durch die Ladeeinrich- 
tung (Hochspannungstransformator 77, und Ladeventile V; u. Vg) zunachst tiber das GefaB V, 
und die gesamte Drossel L umgeladen (Zeitdauer t =o... ¢—=4#,). Unmittelbar daran an- 
schlieBend findet eine Riickumladung der Kondensatorbatterie durch den Schwingstrom 1% 
iiber die Drossel und den Priifling V, statt, bis der Schwingstrom 7, seinen Scheitelwert tiber- 
schritten hat. Wird jetzt im Zeitpunkt f, — nachdem der Schwingstrom beispielsweise auf die 
Halfte des Maximalwertes abgeklungen ist — durch Ziinden des HilfsgefaBes V, ein Teil L, 
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der Drossel itber den Widerstand R kurzgeschlossen, so verlauft der Strom im Priifling von 
diesem Zeitpunkt ab mit einer Steilheit, die allein durch die im Schwingkreis verbleibende In- 
duktivitat L, der Drossel bestimmt wird. Der Strom schlieBt sich dabei tiber das Hilfs- 
eefaB V, und zwar entgegen der Durchlafrichtung dieses GefaéBes. Das ist méglich, weil das 
Hilfsgefa8 durch den ,,KurzschluBstrom“, der im Augenblick der Ziindung des GefaBes V, 
infolge der aufgespeicherten Drosselenergie zum FlieBen kommt, in DurchlaBrichtung ,,vor- 
gestromt ist. Dieser Kurzschlu8strom 7, springt zunachst auf einen Spitzenwert, der gleich 
dem Betrag des Schwingstromes zu diesem Zeitpunkt ist, und klingt nach einer e-Funktion ab. 


Drosselspg. 


<\ 
Kondensatorspg. 


Spannung am 
Priifling V, 


t—e 


Bild 2. Schematische Darstellung des zeitlichen Verlaufs der Stro6me und Spannungen in der Priifschaltung. 


Die Nachbildung der Kommutierungsbeanspruchung kommt dadurch zustande, da un- 
mittelbar nach dem Nullwerden des Schwingstromes 1m Zeitpunkt ¢, am Priifling die negative 
Kondensatorspannung u, ansteht und den Priifling auf Sperrung beansprucht. Diese Spannung 
steht so lange an, bis sich der Synchronschalter S éffnet (¢ = ¢,). Tritt wahrend der Sperr- 
beanspruchung eine Riickziindung auf, so erfolgt lediglich eine Riickumladung der Konden- 
satorbatterie; die Héhe des Riickwartsstromes bei einer Riickziindung ist somit im Gegensatz 
zu einer normalen Stromrichterschaltung auf die Hohe des Vorwartsstromes begrenzt, so daB 
auch bei groBer Riickziindungshaufigkeit keine Beschadigungen des Priiflings zu befiirchten 
sind. 

Wahrend der Dauer des Schwingstromes und der nachfolgenden Sperrbeanspruchung des 
Priiflings ist das GefaB V, im Belastungsstromkreis gesperrt; es verhindert somit, daB die 
Sperrspannung iiber den Transformator Tv, kurzgeschlossen wird, Dieser Transformator be- 
aufschlagt den Priifling nach Offnen des Synchronschalters mit einem Belastungsstrom 73, 
dessen Hohe durch Steuerung der GefaBe V, und V; geregelt werden kann. 

Im Schaltbild ist als Priifling ein Einanoden-GefaB dargestellt; es kénnen selbstverstand- 
lich auch mehranodige GefaBe mit dieser Schaltung gepriift werden. In diesem Fall wird im 
Belastungsstromkreis ein mehrphasiger Niederspannungstransformator verwendet und der 
Schwingstrom nur iiber eine Anode des GefaBes gefiihrt. 

Die entscheidende Verbesserung der beschriebenen Anordnung gegeniiber der bereits be- 
kannten Priifschaltung liegt darin, daB es durch die Verwendung des zusatzlichen HilfsgefaBes 
V, méglich ist, die Steilheit der abklingenden Flanke des Schwingstromes unter Beibehaltung 
der urspriinglichen Werte fiir Frequenz und Maximalwert des Schwingstromes durch Ver- 
andern der Gréfe der Teilinduktivitat L, zu variieren. Schwankungen des Scheitelwertes und 
der Frequenz des Stromes miissen beim Variieren der Beanspruchungsparameter deshalb ver- 
mieden werden, weil sie sich auf die momentane Dampfdichte im Anodenraum auswirken [9], 


XLVI. Band 


Heth ac~ 1064 V. Z1pFEL: Die Riickziindungswahrscheinlichkeit 249 


damit auch die Resttragerkonzentration beeinflussen und so die MeBergebnisse verfalschen. 
Die Schaltung bietet ferner den Vorteil, daB die zur Steigerung der Beanspruchung erforder- 
liche hohe Anodenstromsteilheit im Léschpunkt auch bei niedrigen Werten fiir Frequenz und 
Maximalwert des Stromes erzielt werden kann; dies ist im Hinblick auf eine Anpassung an die 
praktischen Betriebsverhaltnisse wiinschenswert. 

Die Variation des Maximalwertes der Sprungspannung kann durch Verandern der Konden- 
satorladespannung bewirkt werden. Eine Beeinflussung der Schwingstromamplitude und 
Frequenz wird dabei vermieden, wenn die Induktivitaét L proportional und die Kapazitat C 
umgekehrt proportional der Spannungsanderung gedndert werden. 


r—4,2kV—4t 


465-10°Vb4 


SLs 


Bild 3. Zeitlicher Verlauf der Sprungspannung Uspy und der Sprungspannungssteilheit d Uspy /dt fiir verschiedene RC-Glieder. 
(Die Abbildung ist nach Oszillogramm-Aufnahmen gezeichnet.) 


Die Variation des dritten Beanspruchungsparameters, der maximalen Steilheit der Sprung- 
spannung, wird durch Verdndern des Kapazitats- und Widerstandswertes eines RC-Gliedes, das 
parallel zum Priifling geschaltet ist, vorgenommen. Mit diesem RC-Glied kann bei geeigneter 
Dimensionierung auBer einer Beeinflussung der Steilheit auch ein aperiodischer Verlauf der 
Sprungspannung erzielt werden, so da der Maximalwert der Sprungspannung eindeutig defi- 
niert ist (s. Bild 3). 

Rickziindungsstatistik 


Die Erfahrung hat gezeigt, daB die Riickziindung — ahnlich wie beispielsweise der Durch- 
schlag einer Funkenstrecke — ein statistischen GesetzmaBigkeiten gehorchendes Ereignis dar- 
stellt; es gibt infolgedessen keine scharfe Trennung zwischen einem durch Riickziindungen 
gestorten und einem ungestoérten Betrieb eines Stromrichter- 
gefaBes. 

Die Wahrscheinlichkeit des Auftretens einer Riickziin- 
dung strebt mit steigender Beanspruchung dem Wert 1 
zu und nahert sich mit geringer werdender Beanspruchung 
dem Wert 0; d. h. die Riickziindungswahrscheinlichkeit W 
als Funktion einer Beanspruchungsgr6Be B muB8 sich durch 
eine S-férmige Kurve entsprechend Bild 4 darstellen lassen 
[10]. Eine Riickziindungsstatistik laBt sich aber nur im | ees, aes 
Bereich geringer Wahrscheinlichkeit durchfiihren, da eine etsy Perce ce eens 
zu hohe Riickziindungshaufigkeit die Betriebsbedingungen 
verandert, und somit die Voraussetzung fiir eine statistische Betrachtungsweise, namlich 
daB die Riickziindungen unabhangig voneinander und damit statistisch verteilt auftreten, 
nicht mehr gewdahrleistet ist. Mit der Priifschaltung wurde die Riickziindungswahrschein- 


= 
a) 


Riickziindungswahrscheinlichkeit W 


a 


Beanspruchung 2 


Archiy f, Elektrotechnik, XLVI. Band, 4. Heft ily 


: Pe re on F Aschiv £0 
250 V. Zrerev: Die Riickziindungswahrscheinlichkeit Ra i ares 


lichkeit bei der Ermittlung der Riickziindungsstatistik maximal bis auf W = 10-% gesteigert. 
Unter normalen Betriebsbedingungen wird eine Stromrichteranlage nur dann als technisch 
brauchbar angesehen, wenn die Riickziindungswahrscheinlichkeit pro Anode W = 1,67 10 1 
ist (das entspricht bei Dauerbetrieb eines sechsanodigen GefaBes und einer Netzfrequenz von 
50 Hz einer Riickziindungshaufigkeit von 1 Riickziindung im Jahr). 

Es interessiert also sowohl fiir praktische Betriebsverhaltnisse als auch fiir die Riickziin- 
dungsstatistik bei gesteigerter Beanspruchung nur ein Intervall im Anfangsbereich der Wahr- 
scheinlichkeitskurve. Es soll daher versucht werden, dieses interessierende Intervall ange- 
nahert durch eine einfache Potenzfunktion zu beschreiben und somit die Riickziindungs- 
haufigkeit A in Abhangigkeit von den Parametern ~; der Kommutierungsbeanspruchung in 
der Form 

A =cpmph pm... pr (5) 
darzustellen. 

Eine derartige Darstellung bietet den Vorteil, daB ein etwaiger unterschiedlicher EinfluB 
der einzelnen Parameter auf die Riickziindungshaufigkeit deutlich offenbar wird, und daB sie 
ohne weitere Umformung fiir den praktischen Gebrauch geeignet ist. 

Nach dieser Gleichung muB8 beispielsweise eine doppeltlogarithmische Darstellung der 
MeBwerte der Riickziindungshaufigkeit als Funktion der einzelnen Beanspruchungsparameter 
Geraden liefern, aus deren Steigung sich die GroBe der Exponenten n, ergibt. 

Bei der Riickziindungsstatistik mu8 bedacht werden, daB die einzelnen MeBwerte eine 
erhebliche Streuung zeigen kénnen. Nach den Wahrscheinlichkeitsgesetzen gilt fiir die mittlere 
relative Schwankung D, welche die Abweichung der gemessenen Riickziindungszahlen vom 
Mittelwert kennzeichnet, bei einer Anzahl N beobachteter Riickziindungen: 

N 

= (6 
Die Messungen der Riickziindungsstatistik wurden an luftgekiihlten, pumpenlosen ein- und 
mehranodigen Quecksilberdampf-StromrichtergefaBen aus der AEG-Typenreihe durchgefiihrt. 
Eines dieser GefaBe wurde durch konstruktive Anderungen am Anodensystem — die jedoch 
nicht den prinzipiellen Aufbau betrafen — in bezug auf die Riickziindungsfestigkeit absichtlich 
verschlechtert, um auf diese Weise auch im Bereich geringer Beanspruchung auswertbare Er- 
gebnisse zu erhalten. Alle MeBpunkte der aufgenommenen MeBreihen beruhen auf mindestens 
25 beobachteten Riickziindungen, so daB die mittlere relative Schwankung der Riickziindungs- 
zahlen nach Gl. (6) kleiner als 20° ist. Ein bestimmter RiickziindungsmeB8punkt wurde im 
Verlauf der Messungen regelmaBig wiederholt, um fehlerhafte Ergebnisse auf Grund von 
eventuellen ,,Alterungserscheinungen“ der GefaBe, d.h. Abnahme der Riickziindungshaufig- 
keit infolge einer Selbstreinigung der Anoden zu vermeiden. Abgesehen von einem geringen 
Riickgang der Riickziindungshaufigkeit wahrend der ersten 10---20 Riickziindungen konnte 
bei keinem der gepriiften GefaBe ein derartiger Effekt beobachtet werden, d. h. die Ergebnisse 
erwiesen sich in jedem Fall als reproduzierbar. Bei den Messungen erfolgte ferner eine Kon- 
trolle des zeitlichen Auftretens der Riickziindungen durch fotografische Registrierung des Ver- 
laufs der Sprungspannung bei einer Riickziindung, um die Sicherheit zu haben, daB die ge- 
zahlten Riickziindungen allein als Folge der Kommutierungsbeanspruchung auftraten. 


MefBergebnisse 


Die Abhangigkeit der Riickziindungshaufigkeit A von den einzelnen Beanspruchungspara- 
metern tsp, (dt,/dé)y und (detsp,/dt) naz wurde mit mehreren MeBreihen getrennt untersucht, 
indem jeweils nur ein Beanspruchungsparameter variiert wurde. Fiir die maximale Steilheit 
der Sprungspannung konnten dabei Werte zwischen 108 und 109 V/s, fiir den Maximalwert der 
Sprungspannung Werte zwischen 3,0 und 5,5 KV und fiir die Stromsteilheit im Léschpunkt 
Werte zwischen 1,5-10% und 1,5-107 A/s gewahlt werden. AuBer der Frequenz (500 Hz) und 
dem Scheitelwert des Schwingstromes (800 A) wurden der Belastungsstrom und die GefaBtem- 
peratur konstant gehalten, 
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In den Bildern 5, 6 und 7 sind die Ergebnisse der Messungen an zwei EinanodengefaBen 
wiedergegeben. Es ist daraus ersichtlich, daB die MeBpunkte der einzelnen MeBreihen bei 
doppeltlogarithmischer Darstellung der Riickziindungshaufigkeit A als Funktion des Be- 
anspruchungsparameters tatsachlich Geraden zugeordnet werden kénnen und daB diese Aus- 
gleichsgeraden alle die gleiche Steigung 1, ~ 3,5 aufweisen. Die MeBergebnisse lauten dem- 
nach: 


A = Cy [(dUg5¢/At) marl; Uspy, (dt,/dt)) = konst. (7) 
A = Cy [(dt,/dt) 9]; tyr, (AUspr/Gt) max = konst. (8) 
und 
A = C3 [tee]; (dt,[dt)o , (Attssy/dt) may = konst. (9) 
mit 
Ny, & 3,5. 


Da die drei untersuchten Parameter den Ergebnissen der Riickziindungsstatistik zufolge die 
Riickziindungswahrscheinlichkeit in gleichem MaBe beeinflussen, kann der funktionelle Zu- 
sammenhang zwischen der Riickziindungshaufigkeit und den elektrotechnischen Parametern 
der Kommutierungsbeanspruchung in der Form ; 


A = 6 [thepy (Auspr/ At) maz U4,/de)9]" = ¢ B® (10) 
mit 


dargestellt werden. 

Die elektrotechnisch bedingte Kommutierungsbeanspruchung B, mu’ demnach als das 
Produkt aus Maximalwert der Sprungspannung, maximaler Steilheit der Sprungspannung und 
Steilheit des Anodenstromes im Léschpunkt definiert werden: 


B, = thepr (Atbspr/ Qt) maz (dig), « (11) 


In Bild 8 sind MeBwerte der Riickziindungshaufigkeit als Funktion dieser Beanspruchungs- 
kenngréBe B, fiir die verschiedenen untersuchten GefaBe zusammengestellt. Man erkennt, daB 
die gefundene Formel offensichtlich fiir alle untersuchten GefaBtypen giiltig ist. 

Die unterschiedliche GefaBqualitat, die wegen der konstruktiven und technologischen 
Unterschiede der einzelnen GefaBtypen zu erwarten war, auBert sich in einer Parallelverschie- 
bung der Kennlinien. Das bedeutet, daB die ,,GefaBqualitat’ in der Formel fiir die Riick- 
zindungshaufigkeit, Gl. (10) durch den Faktor ¢ beriicksichtigt werden kann. 


Der Anodenriickstrom 


Der Anodenriickstrom, der wie bereits erwahnt, durch die Einwirkung des anodischen 
Sperrfeldes auf die Restionen im Anodenraum entsteht, tritt zu Beginn der Sperrphase als 
kurzer annahernd exponentiell abklingender StromstoB auf und kann als solcher im AuBen- 
kreis der Stromrichterschaltung (Anode-Kathode) gemessen werden. Bekanntlich setzt sich 
der Riickstrom aus drei Komponenten zusammen [11] u. [12]: 

Eine Komponente, der sog. statische Riickstrom wird aus Ionen gebildet, welche aufgrund 
ihrer thermischen Bewegung aus dem feldfreien Plasma in die Raumladungszone vor der 
Anode gelangen, Bezeichnet man die mittlere Eigengeschwindigkeit dieser Ionen mit v*, 
die Ionenkonzentration im Plasma mit n* und die Elementarladung mit e, so gilt fiir die 
Dichte des statischen Riickstromes 


ent vt 


4 


1 Gat) = (12) 
Dies folgt aus dem bekannten gaskinetischen Gesetz, nach dem infolge der Warmebewegung 
in einem Ionengas mit der Konzentration m und bei einer mittleren Geschwindigkeit der 
Ionen v pro Zeiteinheit » v/4 Ionen auf die Flacheneinheit auftreffen. 


Se ae anes V. ZipFEL: Die Riickziindungswahrscheinlichkeit 253 


Eine weitere Komponente des Riickstromes kommt dadurch zustande, da8B sich die Sperr- 
schicht wegen der mit der Zeit sinkenden Tragerdichte und infolge der ansteigenden Sprung- 
spannung ausbreitet und somit weitere Ionen erfaBt. Dieser Stromanteil, der als dynamischer 
Riickstrom bezeichnet wird, ist also proportional der zeitlichen Anderung der Sperrschicht- 
dicke dé/d¢ und es gilt demnach [13] 


i Gayn) CT Le eat, (13) 


Die dritte Komponente des Gesamtriickstromes ist der Verschiebungsstrom, der wahrend 
des Feldaufbaues durch die Veraénderung der Dichte der positiven Oberflachenladung an der 
Anode entsteht. Fiir die Entstehung von Riickziindungen hat dieser Verschiebungstrom keine 
Bedeutung; da er jedoch bei der Messung des Gesamtriickstromes im AuBenkreis miterfaBt 
wird, mu8 untersucht werden, wie gro8 der Anteil des Verschiebungstromes am Gesamt- 
ruckstrom ist. 

Die Dichte des Verschiebungstromes kann nach der bekannten Beziehung 

Worse SSLeg = (14) 

berechnet werden. 

Fiir die Dichte des Gesamtriickstromes findet man durch Addition der drei Komponenten 
somit den Ausdruck: 


; ent vr dé dE 


Fiir niedrige Dampfdrucke, wie sie beim technischen StromrichtergefaB vorausgesetzt werden 
konnen, darf man annehmen, dab die Sperrschichtdicke wahrend des Anstiegs der Sprung- 
spannung kleiner bleibt als die freie Weglange der Ionen. In diesem Fall gehorcht der Ionen- 
strom in der Schicht den gleichen GesetzmaBigkeiten wie beispielsweise der Elektronenstrom 
im Hochvakuumrohr und kann durch das bekannte w3/?-Gesetz [14] beschrieben werden: 


jt ath a 
Hieraus ergibt sich fiir die Schichtdicke 

ee ae (17) 
Die Konstante 4 hat die GréBe 

= et (8 <y" (18) 
(m = Masse eines lons). . 

Mit Gl. (17) erhalt man fiir die Feldstarke in der Sperrschicht 
Dis ee ae (19) 


Unter Verwendung dieser Gleichung und der Beziehung fiir die Schichtdicke Gl. (17) lautet 
Gl. (15) fiir die Dichte des Gesamtriickstromes: 


jt ss CUH0 4 en 3 1 dus, = ent 4 uae dj* eu & |u ae djt jul? dusp, (20) 
fe FOR we di 2° j+3l2 dt A lajtte dt 4 uals at 


Im Zusammenhang mit der Riickziindungsstatistik ist hier nur der Maximalwert der Riick- 


stromdichte ad von Interesse. Das bedeutet, da8 dj*/dé = o gesetzt werden kann. 
Gl. (20) lautet dann: 


a, ent vt Ctra dee dus, & Fae aat. 
4 gre 4 uk if' dt A 4 uselt dt ~ 


(* Usp, und du,,,/dé an der Stelle 7* = i*). 


(21) 
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Um aus dieser Gleichung eine Beziehung zu gewinnen, aus welcher die Abhangigkeit der 
Riickstromspitze von den Parametern der Kommutierungsbeanspruchung ersichtlich ist, 
sollen folgende vereinfachende Voraussetzungen festgelegt werden: 

Es wird angenommen, da8 der Anteil der statischen Komponente und des Verschiebung- 
stromes am Gesamtriickstrom bei Sprungspannungssteilheiten zwischen 108 und 10% V/s und 
Stromsteilheiten < 107 A/s so gering ist, da diese beiden Komponenten des Riickstromes 
bei den vorliegenden Betrachtungen vernachlaBigt werden kénnen. Ferner soll angenommen 
werden, daB sich die Ladungstragerkonzentration im Plasma bis zum Auftreten der Riick- 
stromspitze so wenig dndert, da8 in der Gl. (21) mit guter Naherung ”* = konst. gesetzt 
werden kann. 

Mit diesen Annahmen erhalt man fiir die maximale Riickstromdichte nach Gl. (21) den 
Ausdruck: 


“~ 
is 


] = 


du%,,|2/3 
3 Rent ae Wei (22) 


Bei konstantem Dampfdruck und unter der Voraussetzung, daB die Kommutierungsdauer 
groB ist gegentiber der Tragerlebensdauer, ist die Resttragerkonzentration n” linear abhangig 
von der Steilheit des Anodenstromes im Léschpunkt [15] 


n* ~ (di,/dt), . (23) 


Damit findet man fiir die Abhangigkeit des Maximalwertes des Anodenriickstromes von den 
elektrotechnischen Parametern der Kommutierungsbeanspruchung fiir konstante Temperatur- 
und Dampfdruckverhaltnisse : 

4, ~ (dutSyy/d,)213, (di,/at)/3 Sar 3 (24) 
Die Richtigkeit dieses Ergebnisses und die Zulassigkeit der obigen Vereinfachungen konnte 
durch Messungen des Gesamtriickstromes und der statischen Komponente bestatigt werden. 
Diese Messungen wurden mit Hilfe eines in Reihe mit der Entladungstrecke liegenden 
induktivitatsarmen MeBwiderstandes durchgefiihrt, der durch einen synchron arbeitenden 
KurzschlieBer vor thermischer Uberlastung durch den Vorwartsstrom geschiitzt ist [15]. 
Der bei hohen Anodenstromsteilheiten und kleinen Riickstromwerten stérend in Erschei- 
nung tretende induktive Spannungsabfall am MeSwiderstand kann dadurch verringert 
werden, daB man zwei hintereinander liegende Teilwiderstande mit gleichen geometrischen 
Abmessungen aber unterschiedlichen ohmschen Widerstandswerten vorsieht. Subtrahiert 
man die Spannungsabfalle dieser beiden Widerstande voneinander mit einem Differenz- 
verstarker, so kompensieren sich die induktiven Spannungskomponenten und man erhalt 
als MeBgroBe die Differenz der ohmschen Abfalle. 

Das Oszillogramm (Bild 9) veranschaulicht den zeitlichen Verlauf der Sprungspannung, 
der Sprungspannungssteilheit und des entsprechenden Gesamtriickstromes eines Einanoden- 
gefaBes in der Priifschaltung. Wie auf Grund der Gl. (21) zu erwarten ist, tritt der Maximal- 
wert des Riickstromes im Zeitpunkt der gr6Bten Sprungspannungssteilheit auf. Die Schwin- 
gungen im Riickstromverlauf sind auf hochfrequente Schwingungen in der Sprungspannung, 
welche dem aperiodischen Verlauf iiberlagert sind, zuriickzufihren. 

Die Messungen der statischen Komponente des Riickstromes wurde in einer normalen 
Stromrichterschaltung mit niedriger Transformatorspannung (< 100 V) durchgefiihrt, da hier 
durch eine Bedampfung des Transformators die Anstiegsgeschwindigkeit der Sprungspannung 
so weit verringert werden kann, dab die dynamische Komponente und der Verschiebungsstrom 
mit Sicherheit vernachlassigbar sind. Bild 10 zeigt das Oszillogramm des zeitlichen Verlaufs 
der stark bedampften Sprungspannung und des statischen Riickstromes. 

Die Auswertung derartiger Riickstromoszillogramme ergab, da8 der Anteil der statischen 
Komponente am Gesamtriickstrom bei einer Sprungspannungssteilheit = 2108 V/s bis zu 
einer Stromsteilheit von 107 A/s kleiner als 10% ist. 
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In dem gemessenen Gesamtriickstrom ist auBer der statischen Komponente auch der 
Verschiebungsstrom enthalten. Sein Anteil am Gesamtriickstrom la48t sich nach Gl. (21) 
abschatzen. Nach dieser Gleichung gilt fiir den Maximalwert der Verschiebungsstromdichte : 


i (ver sch) 


he Soot 2 
AL Use di (25) 


p a 
% 
ote | Et | | tt 
rf 
ee) 


Bildg. Zeitlicher Verlauf von Sprungspannung ts py, Sprungspannungssteilheit dit py/dt 
und Gesamtriickstrom 7 y 


Bild 10. Zeitlicher Verlauf der Sprungspannung Uspy und des statischen Riickstromes ty(stat) 


Setzt man fiir ¢) und / poner ein, und beriicksichtigt, daB bei den vorliegenden Be- 
trachtungen nur Werte von w,,, = 1000 V mit einer maximalen Steilheit von héchstens 10° V/s 
interessieren, so findet man: 


“~ 


Verseh) = 0,26 Vi" : (26) 


Die Dichte des Gesamtriickstromes wird, wie aus den MeBergebnissen gefolgert werden kann 
? 2) co) fo) , 

bei derartigen Kommutierungsbeanspruchungen in jedem Fall Werte von 300 mA/m? erreichen. 

(Dies ergibt sich bei Beriicksichtigunge der gesamten Anodenstirnflache; da es jedoch un- 

\ dS fo) fo) ro) 

wahrscheinlich ist, daB sich der Riickstrom iiber die gesamte Anodenstirnflache verteilt, 
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diirfte die Riickstromdichte in Wirklichkeit noch héher liegen.) Das bedeutet, daB der Anteil 
des Verschiebungsstromes am Gesamtriickstrom kleiner als 2% ist. 

Damit ist nachgewiesen, daB der Riickstrom bei Beanspruchungswerten, wie sie bei der 
Riickziindungsstatistik gewahlt wurden, und wie sie in normalen Stromrichterschaltungen 
mit einer Leerlauf-Gleichspannung > 500 V gegeben sind, im wesentlichen aus der dyna- 
mischen Komponente besteht. 


Anodenriickstrom und Riickziindungshaufigkeit 


Aufgrund des im vorigen Abschnitt gefundenen funktionellen Zusammenhangs zwischen 
dem Maximalwert des Riickstromes und der Anodenstromsteilheit im Léschpunkt, sowie der 
maximalen Sprungspannungssteilheit, den man unter Vernachlassigung des nur sehr geringen 
Einflusses des Sprungspannungsmaximalwertes auch in der Form 


is! = ky (d1,/dt) (ditspy/ 2) max (27) 


schreiben kann, mu fiir die Kommutierungsbeanspruchung nach Gl, (11) auch folgende 
Beziehung gelten: 

B= at ty (28) 
Wahrend obige Gl. (11) nur die elektrotechnischen Parameter beriicksichtigt und voraus- 
setzungsgemaB nur fiir konstante Dampfdruckverhaltnisse im GefaB giiltig ist, werden mit 
der Gl. (28) auch die in der Praxis interessierenden Beanspruchungsparameter wie die Gefab- 
temperatur und die Laststromstarke mit in die Definition der Kommutierungsbeanspruchung 
einbezogen, denn es ist anzunehmen, dab diese Parameter nur tiber den Dampfdruck und 
damit iiber die Resttragerdichte Einflu8 auf die Riickziindungswahrscheinlichkeit ausiiben; 
die Resttragerdichte aber wird durch den Maximalwert des Riickstromes beriicksichtigt. 

Auf S. 252 war als Ergebnis der Riickziindungsstatistik die Beziehung 


A= ¢ BiY, (10) 
mit 

Ny ~ 3,5 
angegeben worden, in der die Abhangigkeit der Riickziindungshaufigkeit von den elektro- 
technisch bedingten Beanspruchungsparametern zusammengefaBt ist. Verwendet man nun 
fiir die Beanspruchungskenngr6Be den Ausdruck nach Gl. (28), so ergibt sich 


A=! #5 §5 , (29) 


SPP 7+ 
Durch direkte Messung der Riickziindungshaufigkeit als Funktion des Maximalwertes des 
Riickstromes konnte die Giiltigkeit dieser Beziehung fiir die verschiedensten Betriebsbedin- 
gungen eines GefaBes bestatigt werden. 

Da durch den Riickstrom demnach mit Ausnahme des Sprungspannungsmaximalwertes 
alle Parameter der Kommutierungsbeanspruchung erfaBt werden kénnen, liegt die Vermutung 
nahe, da8 auch der EinfluB der GefaBgeometrie auf die Riickziindungswahrscheinlichkeit 
durch den Riickstrom angezeigt wird. Messungen an den verschiedensten GefaBtypen ergaben 
jedoch, da8& dies nicht der Fall ist. Zwar haben Anderungen der GefaBkonstruktion, welche 
zu einer Reduzierung des Riickstromes fiihren, immer auch eine Verringerung der Riick- 
zindungswahrscheinlichkeit zur Folge, jedoch besteht hier kein allgemeingiiltiger Zusammen- 
hang und die Riickziindungswahrscheinlichkeit kann auch durch konstruktive MaBnahmen, 
die keinen EinfluB auf den Riickstrom ausiiben, verringert werden. Die Gefé8geometrie 
laBt sich also nicht in eine allgemeine Aussage tiber die Kommutierungsbeanspruchung 
einbeziehen und mu somit als gesonderter Parameter bestehen bleiben. 


Praktische Anwendung der Ergebnisse 


Fir den praktischen Gebrauch, insbesondere zur Festlegung der Grenzleistung von Strom- 
richtergefaBen, ist es wiinschenswert, daB sich die Kommutierungsbeanspruchung und die 
zu erwartende Riickztindungshaufigkeit einer Anlage allein aus Schaltung, Leistung und 
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Aussteuerungsgrad der GefaBe berechnen laBt. Hierfiir ist demnach in erster Linie der Aus- 
druck 


Al 6 [tsp du spr/ dé) max (dz /dé) |” (10) 


geeignet. Maximalwert der Sprungspannung und Anodenstromsteilheit lassen sich nach den 
allgemein bekannten Beziehungen fiir alle Schaltungen und Betriebszustande leicht aus- 
reichend genau berechnen. Schwierigkeiten bereitet nur die Ermittlung der zu erwartenden 
Sprungspannungssteilheit, da fiir diese neben der Streuinduktivitat die Wicklungskapazitaten 
des Transformators sowie die Kapazitat der Zuleitungen (Kabel) maBgebend sind [16]; Fak- 
toren, die sich einer einfachen Berechnung entziehen. Umfangreiche Messungen an bestehenden 
Anlagen haben ergeben, da fiir die maximale Sprungspannungssteilheit sehr unterschiedliche 
Werte, die im allgemeinen zwischen 107 und 109 V/s liegen, auftreten kénnen. 

Die Tatsache, daB8 die Sprungspannungssteilheit fiir die Grenzleistung der GefaBe in 
gleichem MaBe entscheidend ist wie der Maximalwert der Spannung oder die Stromsteilheit, 
laBt die grundsatzliche Forderung nach einer Bedampfung der Stromrichtertransformatoren 
angebracht erscheinen. Da es in diesem Fall méglich ist, einen bestimmten, 1m voraus fest- 
gelegten Wert fiir die maximale Sprungspannungssteilheit einzuhalten, und andererseits fiir 
den gesteuerten Betrieb die Beziehung 


(du.p,/ dd) max — hs Uspy (30) 
gelten muB, ist eine Darstellung der Riickziindungshaufigkeit als Funktion der elektro- 
technisch bedingten Beanspruchungsparameter in der Form 

A =o!" [ti%y, (di,/dé)g]", (31) 
mit 

Ny, & 3,5 

zweckmaBig. Die Konstantec’’ enthalt in diesem Fall auBer der GefaBqualitat auch den 
, Grad“ der Bedampfung und muB fiir jeden GefaBtyp und fiir eine bestimmte vorgegebene 
maximale Sprungspannungssteilheit mit Hilfe einer Priifschaltung ermittelt werden. Die 
Auswirkung veranderter Kiihlbedingungen oder von Laststromanderungen auf die Riick- 
zindungswahrscheinlichkeit lassen sich durch Riickstrommessungen beim interessierenden 
Betriebszustand aus der Beziehung 

AEENG apts (29) 
mit 

Mm 3,5 und mw&5 
entnehmen, wenn die Gefa8konstante c’ aus einer Riickziindungsstatistik bekannt ist. 

Bei diesen Betrachtungen drangt sich die Frage nach der Allgemeingiiltigkeit der hier 
gewonnenen Ergebnisse auf. Ein Beweis der Allgemeingiiltigkeit kann letztlich nur nach » 
vélliger Klarung der physikalischen Verhaltnisse erbracht werden, da die beschriebenen 
Messungen jedoch an mehreren GefaéBtypen mit zum Teil erheblichen konstruktiven Unter- 
schieden die gleichen Resultate ergaben, darf vermutet werden, dab die Ergebnisse allgemein 
fiir technische StromrichtergefaBe giiltig sind. 


Zusammenfassung 


Die vorliegende Arbeit behandelt den Zusammenhang zwischen der Riickziindungshaufig- 
keit und der Kommutierungsbeanspruchung bei Quecksilberdampf-StromrichtergefaBen. Auf 
experimentellem Wege wird untersucht, in welchem MaB8e einzelne elektrotechnische Bean- 
spruchungsgr6éBen wie Steilheit des Anodenstromes im Léschpunkt, Sprungspannungsmaximal- 
wert und Anstiegsgeschwindigkeit der Sprungspannung die Riickziindungswahrscheinlichkeit 
beeinflussen. 

Die Ergebnisse der durchgefiithrten Messungen zeigen, da auBer den allgemeinen ver- 
wendeten BeanspruchungsgréBen wie Anodenstromsteilheit und Sprungspannungsmaximal- 
wert auch die Steilheit der Sprungspannung beriicksichtigt werden muB, und daB diese drei 
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GréBen die Riickziindungswahrscheinlichkeit in gleichem MaBe beeinflussen. Ein weiteres 
Kapitel ist dem Anodenriickstrom gewidmet. Es wird gezeigt, daB die Abhangigkeit des 
Riickstrommaximalwertes von der Steilheit des Anodenstromes im Léschpunkt und von der 
maximalen Anstiegsgeschwindigkeit der Sprungspannung bei einer Kommutierungsbean- 
spruchung, wie sie bei normalen Stromrichteranlagen mit einer Leerlauf-Gleichspannung 
> 500 V gegeben ist, durch einen einfachen Ausdruck dargestellt werden kann, und dab 
die Kommutierungsbeanspruchung demzufolge auch durch Sprungspannungsmaximalwert 
und Riickstromspitze definiert werden kann. Als Ergebnis der Untersuchungen wird eine 
Formel angegeben, mit der die Abhangigkeit der Riickziindungshaufigkeit von der Kommu- 
tierungsbeanspruchung befriedigend beschrieben werden kann und die fiir den praktischen 
Gebrauch — beispielsweise zur Ermittlung der Grenzleistung der StromrichtergefaBe — 
geeignet ist. 
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(Mitteilung aus dem Institut fiir Hohere Elektrotechnik 
der Eidgenédssischen Technischen Hochschule in Ziirich) 


Mit 22 Textabbildungen 
(Eingegangen am 4. April 1961) 


Inhaltsiibersicht: 1. Grundgleichungen elektromagnetischer Felder: 1.1 Grundformeln; 1.2 Analogie- 
Grundformeln: 1.2.1 Differenzengleichungen — 2. Bestimmung elektromagnetischer Wechselfelder in halb- 
leitenden Platten: 2.1 Problemstellung: 2.1.1 Berechnung der elektrischen und magnetischen Feldstarke, 
2.1.2 Berechnung der Impedanz und der JouLEschen Warme; 2.2 Aufbau der Kette: 2.2.1 Messung der elek- 
trischen Feldstarke, 2.2.2 Messung der Impedanz und der JouLEschen Warme — 3. Bestimmung elektro- 
magnetischer Wechselfelder in halbleitenden Voll- und Hohlzylindern: 3.1 Problemstellung: 3.1.1 Berech- 
nung der elektrischen und magnetischen Feldstarke, 3.1.2 Berechnung der Impedanz und der JouLEschen 
Warme; 3.2 Aufbau der Kette — 4. Bestimmung elektromagnetischer Felder in zylindrischen Leitern mit 
rechteckigem Querschnitt: 4.1 Problemstellung: 4.1.1 Annahme zur Lésung des Problems; 4.2 Aufbau des 
Analogienetzwerkes: 4.2.1 Messung der elektrischen Feldstarke — Zusammenfassung. 


1. Grundgleichungen elektromagnetischer Felder 
1.1 Grundformeln 


Wir betrachten ein Stiick homogenes und isotropes halbleitendes Material der Leitfahig- 
keit o, der Dielektrizitatskonstante ¢ und der Permeabilitaét 4, welches durch ein elektrisches 
bzw. magnetisches Wechselfeld angeregt ist. Samtliche FeldgréBen sollen von der Zeit nach 
einer Sinus- oder Cosinusfunktion abhangen, so daB in der komplexen Schreibweise 0/0¢ = 7 w 
gesetzt werden kann. Weiter sei im Material keine freie elektrische Raumladungsdichte 0 
vorhanden. Dann lauten die MAxweELtschen Gleichungen: 


= = 
rotE =—jopH, : (1) 
=> => 
Give i 0s 0 (ao) (2) 
rotH=(¢o+7jo6)E, (3) 
> = 
divu H =o (div bh 0} ; (4) 


> > 
wo o E der Leitungsstromdichte und 7 we E der Verschiebungsstromdichte entspricht. 


Auf Grund der vektoriellen Differentialgleichung rot rot P == ptad diy P -= v?P an- 
gewandt auf Gl. (1) bzw. Gl. (3), mit Beriicksichtigung von Gl. (2) bzw. Gl. (4), erhalten wir 
die Wellengleichung: 

— y OE a 3 == 
VP = wpo(i—2)P=2G—) P=— xP, (5) 
> > > 
wobei E bzw. H gleich P gesetzt wird. 

Es gilt also die gleiche Differentialgleichung fiir die Lésung der elektrischen und der 
magnetischen Felder; beide werden sich nur durch Einsetzen der entsprechenden Rand- 
bedingungen unterscheiden. In Gl. (5) werden die bekannten Gréfen eingesetzt: dj = 2/w uo 
= Eindringtiefe in einem Leiter mit der Leitfahigkeit o und der Permeabilitat uw, y = w e/ 6 = 
Verhaltnis von Verschiebungsstrom zu Leistungsstrom, 7 = komplexe Wellenzahl. 
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Da die Komponenten des Operators \/? im allgemeinen nicht mit denen des LAPLACE- 
Operators tibereinstimmen, wird die Méglichkeit beniitzt, das Feld in zwei Teilfelder zu 
zerlegen fiir die einmal H,= oo (E- oder T. M.-Welle), und ein andermal E;= 0 (H- oder 
T. E.-Welle) ist. Die Komponenten in den allgemeinen krummlinigen Koordinaten %j, %2, %g 
sollen die Indices 1, 2, 3 tragen. Zur Untergruppe der krummlinigen Koordinaten, fiir welche 
der Linienelementfaktor e, = 1 und ¢,/é, von x, unabhangig ist, gehdren die folgenden uns 
interessierenden Falle: 


CartEsische Koordinaten 1 
Zylinderkoordinaten Y 1 
Kugelkoordinaten v 1 


Fiir diese Untergruppe kann gezeigt werden, da die Felder sich mit Hilfe von nur zwei 
skalaren Wellenpotentialen Q, und Q, darstellen lassen [1, 4, 8, 9, 14]. 


gous Om06 ai) 4 2h 6 
ti €y OX, ax, aca ly OX, f ( 2 
2 
Bee Oe 1s agri BOOB 6 
a eg 5 ate €; Ox ; ( b) 
pee as 
ne re Q, » (6c) 


1 6Q, i GHO}r 


Te eet Ge by Oh, | by Ot, Oy” (78) 
Ha le eh ee (7) 
Hy =F + 20. (7¢) 
Die skalaren Wellenpotentiale miissen folgende Differentialgleichung erfiillen: 
3 (ft + £2 FP) 4 Ft 20 =(Aan tat PQ =0. 6) 


Die Lésung des Problems reduziert sich also auf die Lésung der Gl. (8), fiir welche mit Vorteil 
die Separationsmethode der Variablen verwendet wird. 
Die Lésungen in den drei gebraéuchlichsten Koordinatensystemen werden: 


CaRTESIsche Koordinaten: 
Q = 4 cos (ty x + y,) cos PY y + Ye) cos (2¥ 2+ Ys), mit ty? + 2y? + SyB == y?. (9) 
Zylinderkoordinaten: 
Q = Z, [(x? — 9x2)" 7] cos (¢ p + Yo) cos (Sy + Ys)» (10) 


wo Z, die allgemeine Zylinderfunktion mit dem Index q ist. 
Da ¢ eine zyklische Koordinate ist, muB g ganzzahlig sein. 


Kugelkoordinaten : 
2 = (47)? Tr+apla7) Pf (cos 8) cos (gp + ¥) (11) 


P$ (cos #) ist die zugeordnete Kugelfunktion, g, p sind ganzzahlig und q S p. 
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Man beachte, daB in den Gln. (9) bis (11) die Integrationskonstanten A und w sowie die 
GréBen y im allgemeinen komplex sind. 

Die wichtigsten Falle der Cartrsischen und zylindrischen Koordinaten der Gl. (8) sind 
durch die folgende Differentialgleichung gegeben: 


BIR v OP. oP / g? 
| oF ail 3 1 [a2 JD se 
tT 7 OF 12 
Fi a ae av! | / yal 8 (12) 
abpelle =: 
Fall u v 7 » | t | q v-Abhangigkeit w-Abhangigkeit 
| | i Syraamee ee eae 
1 =H i HP 8? error Pig, St ) vy — unbekannt z — bekannt *y 
| | 
| | | ee) 
2 Le — mena ieae es ) vy — unbekannt z— keine §y=0 
(2) 
3 i Be =e ee" oy) <0 fo) fo) y — bekannt 2y | g—bekannt $y 
4 Aaa an! yl epee oy fo) fc) ) y — bekannt 2y | 2z—keine’y=o0 
5 Yo = Ui, VY =He | yi — 92 fo) co) ) y—keine 2y=0 | z— bekannt ®y 
6 2 ee Vie toni ye fo) ) ) y—keine *"y=0 | -z——keine*y=0 
U Vo He Gee Ben | FF 1 1 q 2— unbekannt | gm — bekannt q 
| ( = 1) 
8 Y= Hy es ye eed Oi fo) z— unbekannt | g — keine g=o 
| | C1) | 
9 (Ree NB ee | x? — Sy2 i l= =O q | 4—bekannt ®y | gm—bekannt ¢ 
10 p= Py z= hy | Vu steal hse He) q | 2—keine?y=o0 | g—bekannt q¢ 
31 A GaN ye oye sig |e: o | —bekannt ®y gy — keine gq =o 
12 i = Be 2 =e aye He ae ) z— keine $y =o gy — keine g =o 


Wie die Tabelle 1 zeigt, lassen sich die zwélf Falle formal auf die Falle 2, 6, 7, 8, 10, 12 
mit 7? = y? reduzieren. Die iibrigen Falle werden durch die einfache Transformation 
n? = xy? — >y?, bzw. ¥? — (@y? + 3y7) erhalten. Durch diese Transformation wird die Form 
der Differentialgleichung nicht geéndert. Betrachten wir als Beispiel einen in z-Richtung 
sich erstreckenden Koaxialleiter, und nehmen wir an, da8 die z-Abhangigkeit durch die Aus- 
breitung der Welle in Luft zwischen zwei idealen Leitern (¢ =0o) gegeben ist, so gilt 
3y? — ~w* Uy &. Wenn wir diese z-Abhangigkeit als Naherung fiir eimen nicht idealen Leiter 
mit y? = w? Mo (& —jo/m) einsetzen, dann erhalten wir 7? = y? —*y? = —7Wpy)0, Was 
einem Leiter mit gleicher Leitfahigkeit, aber verschwindender Dielektrizitatskonstanten 
entspricht [9]. 


1.2 Analogie-Grundformeln 


Die Gl. (12) beschreibt im wesentlichen das Verhalten der elektromagnetischen Felder, 
das in Abschnitt 1.1 bereits diskutiert worden ist. Diese Differentialgleichung wird in ihre 
Differenzenform umgewandelt. Dabei beschranken wir uns wiederum auf CarTEsiIsche und 
zylindrische Koordinaten. Eine analoge Differenzengleichung, welche das Verhalten eines 
elektrischen Netzes beschreibt, wird so aufgestellt, daB die elektromagnetischen Felder auf 
dem elektrischen Netze nachgebildet werden kénnen [2, 5, 14]. 


1.2.1 Differenzengleichungen 


Die Differenzengleichung der Gl. (12) wird erhalten durch Einfiithrung eines Maschen- 
netzes in der w — v-Ebene und durch Erteilung von Wellenpotentialwerten an die Maschen- 
punkte gema48 Bild 1. Einfachheitshalber wird auf die Mitfiithrung des Index 3 bei Pg ver- 
zichtet. 


; ee 
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Wir betrachten den Punkt (n, m) als Zentrum einer TayLorentwicklung und erhalten: 


it i Ethie aT mek PO bees fam aP Pyra, ma Pn, 
auz a? a? : éu ad 5 
(13) 
aP ene Px, m—1 pas Pam | Pu, mart — Pam aP fe, Pn, m cs hee Py, m—1 
avz a? a? ; du 2d f 
Dabei setzen wir voraus: 
co 
eP d2 (t— 1) 62/P 
SS 2 » Tce. Seis 9 : (14) 
a(u, v)? = (24)! alu, v)? 


Durch geeignete Kombination der obigen Gleichungen kénnen wir die Gl. (12) in die Dif- 
ferenzenform iiberfiithren. Wir multiplizieren die Gleichung mit A(w,v)+k/L), wobei 
A(u, v) = A(n, m) eine noch zu bestimmende Funktion ist: 


A(n, 2) ( eal 3? 5 A(n, m) -) 
R(P,, —1,"m lege ms) Ti a : 5 -) Fie h(E n+ 1,m Vee 4) Ls EE 1 a aA 
A(n, nr) j A(n, m) 
alt FL pry ae hs) Ty aeigs Sim R(P,,, m+1 7 Lge) Sn 
a A(n, m) ton A(n, m) g > a 
and re Shanes L, @ a aes ( 5) 
Es wird 7? = y¥7 = —jwpo-+t we in die obige Gleichung eingesetzt, was keine Ein- 


schrankung der Allgemeinheit bedeutet (s. Abschn. 1.1). Betrachten wir nun ein Netzwerk 
gemaB Bild 2, d. h. ein Netzwerk, in dem die einzelnen Maschenpunkte durch Induktivitaten 


ga 


mt 


L441, 


— 
n-1 Mu n+ yang n-1 Th M+ yng 


Bild 1. Feldaufteilung in diskrete Maschenpunkte fiir die 


Bild 2. Darstellung eines allgemeinen Netzwerkpunktes (7, m) 
Reihenentwicklung des Wellenpotentials. 


im w—v-Koordinatensystem, 


L,,—1/2,m miteinander verbunden werden und wo von jedem Maschenpunkt ein Ableitwider- 
stand Rk, ,,, ene Ableitkapazitat C,,,, und eine Ableitinduktivitat L,,,, auf das Referenz- 


potential V, fiihren, so gilt im Punkte (”, m) nach der KrrcHHorrFschen Regel iiber die 
Summe aller zuflieBenden Stréme folgende Gleichung: 


Vig Ls) See Vin, m Vy + 1,0 Vu, me Vu, cea n,m Vn, m+ 1 Vu, m 


T 
Ly — 1/2, m Ly + 1/2, m Ly, m— 1/2 Ln, m + 1/2 


ae Gon iy Ve) = ] On i. “ie on On) 7) Si (Ven mo Vag) : = Whe (16) 


n,m n,m 


Es ist zu beachten, dafi in die obigen Gleichungen fiir die Elemente des Netzwerkes die Ab- 
leitung nach der Zeit gleich 7 wy gesetzt worden ist. 


f 
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Damit die Analogie der Gln. (15) und (16) vollstandig wird, miissen wir setzen: 


Vin ae Ve =k ee m> 
Teas 

i =———* 

n + 1/2,m A(n, m) (1 = 2/2 n) é 
Ie, = Ly d? pe, Lo 7) 

n,m + 1/2 A(n, m)t ’ n,m Oo A(n, m) ’ 

Ly a? nu? oP We 
| hi pee ee ea Cee ee A (nm 
n,m A(n, m) ge > n,m wr, Ts ( , ) . 


Alle Maschenpunkte sollen um ganzzahlige Vielfache von d von der Achse entfernt sein, 
damit die Beziehungen u=nd, v=md und A(u,v) = A(n,m) mit n,m =1,2,3,... 
gelten. Wir haben bis jetzt die Gleichungen fiir den allgemeinen Punkt (x, m) aufgestellt. 
Um die Ortsfunktion A(n, m) abzuleiten, miissen wir die folgenden Kontinuitatsbedingungen 
erfiillen: 


E =. 1 


n,m 


| : if 


jn + 1,m 


(18) 


nm + 1/2,m n—1/2,m n,m + 1/2) 5 otal L5 m— 1/2 
? 


’ nm+ 1 a 
Diese Beziehungen gelten fiir alle Netzinduktivitaten und fiihren auf die Rekursionsformel: 
A(n, m) =\n""A 5 (08'S y S22, (19) 


Setzen wir fiir die Konstante A den Wert d? ein, so gehen die Gln. (17) iiber in: 


if 1 1 
Vee eV bP. Tee eee = R 
n,m R n,m? n,m © ho @ in|” 0 in|" ’ 
1 ow? we ad? 
ae - 1/2, m 1D Ter: Ce m — 2 |n|” a Co ln ‘ , 
v on L 
||” tenia N “0 
2n (20) 
1 SS 
Lam ¥ 1/2 = Tne’ OS 2), Ow, 
UO ea 
JER, m — L | | 
’ 0 ? 
- 
mit den eingefiihrten Abktirzungen:- 
On Ll 2 07 P ad 
pea, Cn. ee ee. 
PROr wx Lo dy 


Daraus lassen sich die fiir alle betrachteten Falle allgemein giiltigen Analogiegleichungen 
angeben: 
= OF) == thy 

Vea On tie Cos ee wr (21) 
Auf der v-Achse wird der Ausdruck (y/w) (@P/du) unbestimmt, denn 0P/du fiir wu = o wird 
aus Griinden der achsialen Symmetrie gleich Null. Nach BERNOULLI-L’HospiTA ergibt sich: 
(y/u) (OP/du) = ojo = vy @P/du? an der Stelle w = 0. Somit werden die Gln. (12) und (15) 
in ihrer Form geandert. Wir erhalten fiir die Netzwerkelemente auf der v-Achse: 


Lx sj,m = Lo» Roti Ro ? 
29 2(1 + ») a ai ZY 
Mire m = 1/2 — saee —, ’ Co Nee Co 2(1 + ») (22) 
_0 = 9) 
“0 (G49), 


Ist das Problem symmetrisch in bezug auf eine Achse und beschranken wir uns auf die Ab- 
bildung einer Halbebene, so miissen die Impedanzen der Schaltelemente des Netzwerkes 
auf der Symmetrieachse verdoppelt werden [5]. 
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Besondere Aufmerksamkeit erheischen weiterhin die Ubergange zwischen verschiedenen 
Medien (z. B. Luft—Leiter, Luft—Halbleiter usw.). Fir einen beliebigen geschichteten 
Kérper miissen an jeder Grenzflache die Randbedingungen des elektromagnetischen Feldes 
erfiillt sein [8], d. h. beidseits der Grenzflache gilt derselbe Faktor k und derselbe Propor- 
tionalitatsfaktor zwischen den Netzwerkstrémen und den entsprechenden FeldgréBen [14]. 
Die NetzwerkgréBen Ly, Ry, Cy bzw. wy, 6 sind dann beidseits der Grenzflache gemaB den 
GréBen mu, o, € bzw. y, dy des entsprechenden Mediums verschieden. Betragt speziell die 
Maschenweite links der Grenzflache d, und rechts davon d,, so berechnen sich bei gleicher 
Netzwerkfrequenz die Netzwerkelemente nach dem Gesagten aus folgenden Gleichungen: 


coum Ror _ 0242 Cy 4 Hi 


Lo. Ma Rog 0, 4} Cos fy dy 
Als Beispiel fiir die Anwendung der allgemeinen Gln. (20) und (22) betrachten wir die 
Darstellung mit einem Netzwerk der Gl. (12, Fall 10). Die Lésungen dieser Differentialglei- 
chung sind die bekannten Zylinderfunktionen Z,(j 7). Um die Elemente des Netzwerkes 
aus den Gln. (20) und (22) zu bestimmen, muB vy = 1 und t = 0 gesetzt werden; zudem soll 
q als bekannt angenommen werden. Aus t = 0 folgt: Lym <4j2 =00, d. h. das Netzwerk 
reduziert sich auf eine Kette. 


VV, =P P,, 
WigE On WO 
i 1 eee) _ 0 (¢ = 0) (23) 
Pn ei = bora: L,=1l,—+ Ly x1j2=2Ly, |e 6 (q + 0) 
if : of os _ 
R= Ror C, = C, |n| Ryo = 4B, Crao= 2: 


Da die allgemeinen Zylinderfunktionen fiir komplexe Argumente nicht tabelliert sind, ist 
diese abgeleitete Kette auch fiir die angewandte Mathematik von Interesse. 


2. Bestimmung elektromagnetischer Wechselfelder in halbleitenden Platten 
2.1 Problemstellung 


Der Fall, den wir in diesem Abschnitt behandeln wollen, entspricht dem Fall 6 der Gl. 
(12). Wir wiederholen, daB er formal die Falle 3 bis 6 zusammenfa8t. Betrachten wir nun 
gemaB Bild 3 eine halbleitende Platte von der Dicke 2 a, bzw. a, in einem symmetrischen 


Bild 3. Darstellung der ebenen Halbleiterplatten. 
6,1: mit symmetrischem E-Feld, 6,2: mit kurzgeschlossener Flache (schraffiert) in y — z-Ebene. 


E, = Byexp (j ot). 


E-Feld, bzw. mit kurzgeschlossener Flache in der y — z-Ebene. Die Breite b sowie die Lange / 
der Platte sollen sehr gro8 gegentiber ihrer Dicke angenommen werden. Das angelegte 
Wechselfeld soll so sein, daB allein die z-Komponente der elektrischen Feldstarke E; von 
Null verschieden ist. EF, ist nur von « und ¢ abhangig [3, 14]. 
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2.1.1 Berechnung der elektrischen und magnetischen Feldstarke 


Beschranken wir uns gema8 Bild 3 auf E-Felder und setzen wir die Randbedingungen 
ein, so erhalten wir mit E, = E, exp (j w #) fiir die Falle 


Om: En COS (evr ln (fy Ry (24a) 
O23 Fiaag Hy SW kyer | Eo (7 9a): (24b) 


Die magnetische Feldstarke betragt fiir die Falle 


6,1: js pee Ga seh EOe i 
ogee (x *) ii Sh (7% *), (25a) 
6,2: Foes 4% ‘a x Eo : : 
2 Ne apapee Oi Bee tr Tes (x *) (25b) 


Die in diesen Gleichungen vorkommenden wesentlichen Funktionen Ch (7 y x) und Sh (7 x x) 
sind nach GroBe und Phase fiir o <y <4 (Schritt 0,5) in Funktion der dimensionslosen 
GroBe x/d, in die Fig. 4 bis 7 eingetragen worden. Die Kurven mit dem Parameter y = 0 
stellen den Verlauf der elektrischen Feldstaérke in Metallen dar. Die Abweichungen zwischen 
den verschiedenen Kurven sind fiir die Amplituden betrachtlich. Interpolation ist mit Vor- 
sicht anzuwenden, da sich die Kurven iiberschneiden (Mehrdeutigkeit). 


2.1.2 Berechnung der Impedanz und der Jouleschen Warme 


Als Impedanz wird das Verhaltnis Z = U/I definiert. J ist der Gesamtstrom, der in 2- 
Richtung flie8t. Die Spannung U erhalten wir durch Integration des E-Vektors in z-Richtung 
an der Oberflache des Halbleiters. Die so definierte Impedanz wird in tblicher Weise be- 
rechnet. Ebenso kénnen die JouLEschen Verluste mittels bekannter Formeln abgeleitet 
werden. Wird die JouLEsche Warme pro Volumeneinheit berechnet, so erhalten wir die 
mittlere spezifische Wirkleistung # [10, 14]. u 

Die dimensionslosen GréBen Z/R_ bzw. 2 p/o EG sind fiir verschiedene Parameter o Sy <4 
in Bild 8 bis 11, bzw. 12 und 13 zur Darstellung gebracht worden (R_ ist der Gleichstrom- 
widerstand des Halbleiters). 


2.2 Aufbau der Kette 


Die GréBen der Bauelemente werden erhalten durch Einsetzen der GréBen der Gl. (12, 
Fall 6) in die Gln. (20) und (22). Aus t =0 folgt Ly +12 =00, d. h.,das Netzwerk re- 
duziert sich auf eine Kette. Der Index m kann deshalb weggelassen werden. 


NFO: Ly xiyj2=Ly, R,=R, C,= Co, L, =o. (26) 


Die GréBen der Kettenelemente sind von der noch iibriggebliebenen Variablen ” unabhangig. 
Beschranken wir uns weiter auf die Nachbildung der positiven x-Achse, so muB, wie in 
Abschn.t. 2% erwahnt, der Widerstand R,;..,="2 RK, und C,., = C,/2 gesetzt’ werden. 
Es wurde eine MeBkette gebaut mit: 


L, —=4,.830 mH 2"), mit einer-Gtite 0 > 200° wenn 3kHz <j, =< 15 kHz; 
aa OKs 22 | pare egg 82 thoy; 
Ca = 510 PE ar 29) oy; Coe 4 Cou: 
Die Induktivitaten wurden mit Ferroxcube-Topfkernen mit abgleichbarem Regelstift (Philips 
K 3 000.61) gebaut. Der Wickelraum wurde voll beniitzt, um eine méglichst groBe Giite 


zu erhalten. Die Widerstande R, wurden durch Parallelschaltung von zwei Widerstanden 
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5,0 =—I5 aii 
y~=0 05 
si. mice * 
4,0 7 
| | 4,0 
3,0 t 


Bild 4. Darstellung des Betrages von E3/E) = Ch(jx%) in Abhan- 
gigkeit von x/d, fiir verschiedene Parameter y. Ausgezogene Kurven 


= gerechnete Kurven, MeBpunkte. 


50 
0/5 
fle I Casa tee Be 
40 
40 
3,0 : 
{ 45 
a 
uF? 
2,0 
2,0 r 
3,0 
35 
1 La 
a0 
4,0 
0 10. 2,0 3,0 
dy 


Bild 6. Wie Bild 4, jedoch fiir E;/E, = Sh(j x 4). 


9,0 


40 


9,0 


8,0 


7,0 


40 2,0 3,0 


Bild 5. Wie Bild 4, jedoch fiir die Phase (BogenmaB). 


70,0 
A 


2,0 3,0 


Bild 7. Wie Bild 5, jedoch fiir E3/E) = Sh(j x x). 


——————— 


Seay 


SSS 
Sy 
SS Ss 
SSSR OOF 
SP SF, 
Zui 


————a 
————— 
ST 


= 


SS 


—=— 


— 
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Bild 8. Darstellung des Betrages von 
Impedanz in Funktion von a/d, fiir vers 
Bild 3, Fall 6,1). 
Ausgezogene Kurven = gerechnete I 


| nee 
i) 
WY 


——— 
es 


0 
Bild 10. Wie Bild 8, jedoch fiir Bild 3, Fall 6,2. Bild 11, Wie Bild 9, jedoch fiir Bild 3, Fall 6,2. 
18* 
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1,0 e 2,0 30 


Bild 12. Darstellung der mittleren spezifischen Wirkleistung 


2 plo Be in Funktion von a/d, fiir verschiedene Parameter y 
(vgl. Bild 3, Fall 6,1), Ausgezogene Kurven = gerechnete 
Kurven, MeBpunkte. 


5,0 


40 


4,0 


1,0 


2,0 3,0 


eee 
ao 


Bild 13. Wie Bild 12, jedoch fiir Bild 3, Fall6,2. 


oder durch Aussortieren, die Kapazitaten C, durch Serie- oder Parallelschaltung von zwei 


Kapazitaten erhalten. 


Einige Werte von y, fy und 6 gibt Tabelle 2 an: 


Tabellle 2. 
¢ é 

0,5 3,549 0,700 

1,0 7,099 0,990 

1,5 10,648 | 1,212 

2,0 14,198 | 1,400 7,099 0,700 
2,5 | 8,873 0,783 
3,0 10,648 0,857 
355 12,423 0,926 
4,0 14,198 0,990 

56210 7) #0; 1) oem 
tie 3 | Opal vats (Opes == (65 
0,0 7,242 | 0,100 


2.2.1 Messung der elektrischen Feldstarke 


Die elektrische Feldstarke ist nach Gl. (20) proportional zur Netzwerkspannung. In 
unserem Fall wurde die Kettenspannungsverteilung bei verschiedenen Frequenzen ent- 
sprechend verschiedenen y-Werten gemessen. Die MeBwerte sind in den Bildern 4 bis 7 als 
Kreise aufgefiihrt. Die Ubereinstimmung mit der Theorie ist befriedigend. Die Abweichungen 
legen zwischen + 5°/o9, was dem Fehler der MeBanordnung entspricht, 


XLVI. Band 
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2.2.2 Messung der Impedanz und der Jouleschen Wdrme 


Bezeichnen wir Zy bzw. (Ry)_ als Impedanz bzw. Gleichstromwiderstand der Kette, 
dann wird die mittlere spezifische Impedanz der Kette gleich der mittleren spezifischen 
Impedanz des Halbleiters: Z,/(Ry)_ = Z/R_. Die mittlere spezifische Wirkleistung # er- 
gibt sich aus der Messung der elektrischen Feldstarke durch schrittweise Integration. Die 
MeBpunkte sind in denBildern 8 bis 13 als Kreise eingetragen; sie stimmen mit der Theorie 
gut tiberein. 


3. Bestimmung elektromagnetischer Wechselfelder in halbleitenden 
Voll- und Hohlzylindern 
3.1 Problemstellung 


Wir betrachten in diesem Abschnitt den Fall 12 der Gl. (12). GemaB Bild 14 werden fiir 
Voli- und Hohlzylinder in einem symmetrischen E-Feld die elektrische Feldstarke, die Im- 


Bild 14. Darstellung des Vollzylinders (12,1) und Hohlzylinders (12,2) in einem symmetrischen E-Feld. 
Die dem Raum I, bzw. II, Satna GroéBen sind mit dem Index 1 bzw. 2 versehen. 


Ey = i exp (j wt). 


pedanz und die JouLEsche Warme berechnet. Die Lange / der Zylinder mu8 groB gegeniiber 
ihren Querabmessungen R, und R, sein. Das angelegte Wechselfeld darf nur eine z-Kompo- 
nente F£, verschieden von Null, aufweisen. £, ist eine Funktion von 7 und ¢ [11, 14]. 


3.1.1 Berechnung der elektrischen und magnetischen Feldstarke 


Die Gl. (12, Fall 12) hat die allgemeine Zylinderfunktion Z)(y 7) als Lésung: P; = Z)(y 7) = 
=A J,(x¥7) + BN,(x7) , wobei Jy die BESSEL- und N, die NEumANNfunktion nullter Ord- 

nung darstellt. 

Die zwei Falle des Bildes 14 lassen sich bei Bentitzung eines geschichteten Kreiszylinders 
mit Kernradius R,, AuBenradius R, und den GréBen y, bzw. y, zusammen diskutieren. Die 
elektrische Feldstarke im Kern wird mit F3(y,7), die in der Schicht mit E,(y,. 7) bezeichnet. 
An der Grenzflache ry = R, zwischen Kern und Schicht ist die Kontinuitat der tangentialen 
Komponenten der elektrischen und magnetischen Feldstarken zu fordern. Da N (y,7) im 
Kern, d. h. fiir y = o unendlich wird, mu8 hier B = o gesetzt werden. In der Schicht kommen 
sowohl BESSsEL- als auch NEuMANNfunktionen vor. Also: 


E3(x¥1 7)/Eo = Sox”) » oS 7K, (27a) 
E3(%27)/Eo = Zo(%27) = A Jol(%o7) + BNo(xe27) , R,srck,. (27b) 


Die Integrationskonstanten A und B lauten: 


A = pg Ry 2% Jy, By) Nolte Bi) — Jolt i) Malte Ry], (28a) 


B=— = Xo Ry a Filta Bx) Jo(%2 Ri) — Soler Bi) Sa (xe Ry) . (28b) 
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Durch die Gln. (27) und (28) ist die elektrische Feldstarke im Kern und in der Schicht be- 
stimmt. Die magnetische Feldstarke betragt dann nach Gl. (1) oder Gl. (7): 


se 

H, = ie Peery Ost NG (29a) 
eet 

H, SLB A Rare, (29b) 
M Ms : 


Das Verhaltnis der elektrischen Feldstarken E,(y,7)/Ey) = Jo(71 7) fiir den Vollzylinder ist 
in Funktion der dimensionslosen Gré8e 7/do, fiir verschiedene Parameter y berechnet und 
nach GréBe und Phase in den Bildern 15 und 16 aufgetragen worden. Da die zur Verfiigung 


2,6 20475] | 47321 


a4 
11918 


2,2 


2,0 


4,8 05774 


46 


14 


Whe 42 


0 4,0 2,0 3,0 0 4,0 2,0 3,0 
Ei as, > ea ei 
Ao, dy 
Bild 15. Darstellung des Betrages von E,/E, in Abhangigkeit Bild 16. Wie Bild 15, jedoch fiir die Phase (BogenmaB). 
von 7/do, fiir verschiedene Parametery (vgl. Bild 14, 
Fall 12,1). Ausgezogene Kurven = gerechnete Kurven, 
MeBpunkte. 


stehenden Tabellen [15] fiir komplexe Argumente von fiinf zu fiinf Grad tabelliert sind, war 
es nicht méglich, fiir y, ganze Zahlen zu wahlen. Werte fiir y,: 0; 0,57735; 1,19175; 1,73205; 
2,7475. Das Verhaltnis der elektrischen Feldstarken F,(y. 7)/E) = Zo(y. 7) fiir Hohlzylinder 
mit Luft (v% = w? fy €) im Innern ist fiir yp = 1,19175; 2,7475 in Bild 17 und 18 nachzusehen. 
Die Berechnung ist unter den Annahmen: R,/R, = 2, R,/do, = 23 4, & = 15,8 & (Germanium) 
und M, = M, durchgefiihrt worden. 


3.1.2 Berechnung der Impedanz und der Jouleschen Warme 


Es gilt hier das Gleiche wie in Abschn. 2.1.2. Die MeBpunkte fiir den Vollzylinder bzw. 
fiir die Hohlzylinder des Abschn. 3.1.1 sind in den Bildern 19 bis 21 bzw. 17 und 18 als Kreise 
angegeben. 


2,0 3,0 40 
75 Ro2 
Age 
Bild 17. Darstellung von Bild 18. Wie Bild 17, jedoch fiir y= 2,7475. 
“y= |E5/Eo|, a = < Es/Eo, by = |Z/R=|, be = <2/Rz, 
C=2 pio, ke in Funktion von 7; Rso/do. flir y = 1,1918 
(vgl. Bild 14, Fall 12,2). 
Ausgezogene Kurven = gerechnete Kurven, MeSpunkte. 
ja 8 
=O 
0,5774 
41,7324 
y — 
— 41,1918 
2,7475 
+ “+ 
= 
0 4,0 2,0 3,0 0 4,0 2,0 3,0 
R, R, 
—_—— ath 
doy Go, 


Bildig. Wie Bild 8, jedoch ftir R,/d), und Bild 14, Fall12,1,. Bild 20. Wie Bild 9, jedoch ftir R,/d), und Bild 14, Fall12,1. 
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3.2 Aufbau der Kette 


Setzen wir die GréBen der Gl. (12, Fall 12) in die Gln. (20) und (22) ein, so reduziert sich 
das Netzwerk auf eine Kette; was aus t = 0 folgt. Der Index m ist dann iiberfliissig. 
1 1 


We 0: Ln = sf2= Lo rea eee fa Cee wile Lo O84 (304) 
= 08 Lizip,=2Ly, I, AG pig Canoe (30b) 


Da nur die positive u-Achse nachgebildet werden soll, miissen die ImpedanzgréBen an der 
Stelle 7 = o verdoppelt werden (vgl. Abschn. 1.2.1). 
Es wurde eine Kette gebaut mit: 
Lo = 41,44 mH + 5° mit einer-Gtite 0 > 200, wenn 3 kHz <7, < 15 kHz; 
Ro = 45,5 kQ2 + 2%on; Cor = 250 PF + 2%on, Coz = 4 Cor- 
Die Herstellung der Elemente der fiinfzigmaschigen Kette fand wie in Abschn. 2.2 statt. 
Die Werte von y, fy und 6 mit den zu beniitzenden Netzwerkkonstanten gibt Tabelle 3 an: 


———— Taibelte 3: 
a4 
» Ry, Cor Ror, Coa 
iar in (kHz] fy (kHz) 5 
ye 
2,0 | 
| 3,498 | 0,1 
18 4 1,1918 16,674 | 0,2183 4,169 | 0,1092 
1,5 5,247 0,1225 
46 1,7321 6,060 | 0,1316 
0,5774- 2,0 6,996 0,1414 
14 | 2,5 8,745 | 0,1581 
’ 2,7475 9,612 | 0,1658 
3,0 | 10,494 0,1732 
ig 3,5 12,243 0,1872 
4,0 13,992 0,2 
a oO | 3,498 | 0,1 | 7,870 0,15 
08 mit Co, = 0 mit Cy, = 0 
ire 
i se 
3415 
0,2 
Bild 21. Wie Bild1iz, jedoch ftir R,/d), 
| und Bild 14, Falli2, 1. 
0 4,0 2,0 3,0 
By oe 
Dy, 


Beziiglich der Messung der elektrischen Feldstarke, bzw. der Impedanz und der JouLEschen 
Warme, sei verwiesen auf Abschn. 2.2.1, bzw. 2.2.2. Die MeBergebnisse an der Kette sind 
in den Bildern 15 bis 18 bzw. 17 bis 21 als Kreise eingetragen. 


4, Bestimmung elektromagnetischer Felder 
in zylindrischen Leitern mit rechteckigem Querschnitt 


4.1 Problemstellung 
Wir betrachten in diesem Abschnitt den Fall1 der Gl. (12). Dazu gehért Bild 22 mit 


Index 1 bzw. 2 im Raum I bzw. II. Die Lange/ mu®& viel gréBer sein als die Querschnitts- 
abmessungen a und 0, so daB wir uns ein E-Feld als Losung des Problems vorstellen kénnen. 
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AuBerhalb des Leiters nehmen wir Luft an. Da die GréBen der Feldstarken an der Ober- 
flache des Leiters nicht bekannt sind, muB die Umgebung des Leiters mitberiicksichtigt 
werden. 

Bekanntlich wird das Feld auBerhalb des Leiters quasielektrostatisch, wenn die Eindring- 
tiefe d) viel kleiner als alle Querschnittsabmessungen des Leiters ist (ausgepragter Skineffekt) 
(7, 12, 13]. Dieser Schlu8 folgt iibrigens aus den Gln. (6) und 
(7). Dafiir wird die zAbhangigkeit von Q, nach [o]: 
070,/Oxe = 730, d. h. E,;=0 beniitzt. Dieses elektro- 
statische Problem kann mit Hilfe der SCcHwARz-CHRISTOFFEL- 
schen Satze der konformen Abbildung [6] oder mit einem 
Widerstandsnetzwerk [2] gelést werden. Werden die Aqui- 
potentialkurven durch Kreise angendhert, dann wird der 
maximale prozentuale Fehler des Potentials lings eines 
Kreises vom Radius, fiir Rechtecke mit Seitenverhaltnissen 
#j0 =1 bzw. 2-kleiner als 1%, wenn v7 = 3,5.a@ bzw. 4,5 @ 
ist. Eine solche kreisférmige Randbedingung wird bei der 
Netzwerknachbildung der Gl. (12, Fall 1) beniitzt. ma 


ree eee 
Bild 22. 


4.1.1 Annahme zur Lésung des Problems 


Wenn die Frequenz oder die Leitfahigkeit des zylindrischen Leiters von Bild 22 nicht 
unendlich ist, dann wird eine z-Komponente der elektrischen Feldstarke auftreten. Nehmen 
wir an, daB die z-Abhangigkeit sémtlicher Feldgr6Ben etwa durch die Ausbreitung in Luft 
(siehe Abschn. 4.1 und [9]) gegeben ist, dann miissen, wie in Abschn.1.1 erklart ist, die 


GréBen y7.. durch 77,9 ersetzt werden. Dies bedeutet, daB die GréBe y} = —]7 w My (6, +] @ & ) 
des zylindrischen Leiters mit rechteckigem Querschnitt durch 77 = —7 @ fy 0; plus eine kleine 


Gr6éBe zu ersetzen ist. In erster Naherung wird diese kleine additive GréBe vernachlassigt. 
Anderseits bedeutet die obige Annahme fiir das Luftgebiet (Raum 2 des Bildes 22), daB wir 
fiir 43 die oben aufgefiihrte kleine GréBe erhalten. Der Term 73 E, der Gl. (12) wird in diesem 
Fall vernachlassigt. Unter diesen vereinfachenden Annahmen wurde die Verteilung der 
elektrischen Feldstaérke F, in zylindrischen Leitern mit den Seitenverhaltnissen a/b = 1; 2 
mit Hilfe eines Analogienetzwerkes gelést. 


4.2 Aufbau des Analogienetzwerkes 


Die GroBe der Bauelemente fiir die Nachbildung der Gl. (12, Fall1) erHalten wir durch 
Einsetzen der zugehorigen Werte in die Gln. (20) und (22). Das Ersetzen von yx? durch 7? 
und die Annahme des Abschn. 4.1.1 miissen hierbei beachtet werden. Also werden fiir den 
zylindrischen Leiter uw, = Mo, 01, €&; = 0 und fiir die Umgebung in Luft uw, = po, 0g = 0, & = O 
gesetzt. Nach Einsetzen obiger GréBen finden wir fiir 
Genel eiter: nN; mF O; 1 = 1/2, m— (es m 1/2 = Ly pas S Ry , Cy Os 1a m=O, 


n,m 


die Luft: n,m F O: By. + 1/2, m— Io m = 1/2 — Ly , 1 pe OS) Cc» My a Os Ee m=O. 


Beschranken wir uns auf die Nachbildung der positiven x- und y-Achsen, so mu8, wie in 
Pee mente aU W AlN is etl 4es Gy gt=—al yg ALG, ~ nin, opm o = Ry eojmao = 2s 
R,=m=0= 4, gesetzt werden. Da die ganze Nachbildung in der x, y-Ebene in diesem 
Falle keine Ableitkapazitaten C,,,, verlangt, werden die Netzwerkinduktivitaten L, + yj. w 
Lim +1/2 durch Netzwerkwiderstande, die Ableitwiderstéande R,,,, durch Ableitkapa- 
zitaten C,,,, ersetzt (dies entspricht einer Drehung von —go° oder einer Integration nach 
der Zeit der Impedanzzeiger im Impedanzzeigerdiagramm). 
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Tabelle 4. Verhaltnis der elektrischen Feldstarke E,/E, [E) = Es (#=nd=0, y= m-d=0)] 

in einem leitenden Zylinder mit quadratischem Querschnitt (a/b = 1). In den Spalten gibt 

die obere Zahl |E5/E4| und die untere x £,/E, in Altgrad; links oben fiir a/d), = 2, rechts 
unten fiir a/dj, = 4. 


POH O> m1 dios ey soemls2 1,16 1,10 1,06, 1,036 2,01) 00) 1001p, 00.8 1,00) OL, OO]IT25, 3 


S 96,0 88,5 7830 66,5 56,8 47,0 38,3 30,0 22;2 15,5 10,2. 5,70 2,55 0,75 0,00 | 244 
3,005 1,06 1548915352 25. ety ddee 1,000 1708) Oz) Ih One ih Olmert OOm NT, OON)2 1 Oumar | 
90,0: 80,0. 78,0 6750 57,0) 4753. 39,0. 80,8, 22,9) 16,0 910,05 O30) Bt 32 |2zousnzoy, 13 
1588168) Beso 1.878 1.20, ls) Lie) 1,03) WOAeM, Ozmed, Ol = 1, Ot 1,000 116) Om LO ume cece 
a 96,0 89,5 78,5 68,0 58,0 48,8 40,0 32,7 24,3 17,6 12,4 8,20. 485 | 201. - 220692324 ey 
102) Lys 4k 20) 12s eos ion, OO) 1, 03/7102" 1,008 mt2, Spun Onli Onn ZOO 
3 07,0) 90:0) 70,2) 660,01. 550,5) 50,10 4, 693453. 20/8) 20,3) 15; lel0,3 | 1902)" 202. =2il4y 2228 | a 
O7 1,709,509) 1,460 81,34 123 Se ase OS) A Ose OS NIOon 11077 2 el Omens | 
a 98,0 00,5 80,1 “70;8 61,0 5259 44/2) 37,05 30,0° 24,0 13,6 [73 = 1335 [106] 210 waz, | 10 
2 Osu GOR, O08 Ah >2 ual) 40) 61,30 [6,87 TOs 0,27 di.) 9 13;4eLO,0 | 
5 QQ5OF 8916016252) 972,02 03,5) 5550 ei | TOO 26 17S) = Oia O/, aumeee aml 9 
; PSO, OO 9 1,73" ot, 50) e477 1,37 5,00, (0,070 O,LZM O72 12,06 is 3 
g 101 91,5 84,0 75,8 66,1 59,2 147 159 174 L880" 2060) (223 Ree 
2,19 2,001,982 1,608 4,557.44 4,08. 5,945 67513) 93759 20,08 Lae 
# | 402 92,5 87,0 78,7, 79,1 63,2 14. “BRIG 2a “205 eee 7 
8 2330 nie, 1OmetL O38 melo 1, 045ml, 53 4,30! = 5,152 60:32 08 29o= 10; oom 6 
104 94,5 89,9 82,0 74,7 68,1 137 > Dis52 70) SISO ohmao oes 
2,43 2533 2,00 1,90 91,75, 1,03 390" 4,00" 95575 07237 a9, 52 eee) 
9 1106 94,5 2,7 86,5 79,5 73,7 1358 85 60 Loo: i ZObmme>s mNmEE 
S 2S eZ Boy 12S 2, Of OO) | 5 O Bes le 45 95,322 60,90 OmOum an 4 
108 101 96,5 91,5 84,3 | 62,0 1335 (14 170) ed S38. 2 O7n 22s 
Testy ayysyil 3,20 4,00 5,00 6,70 8,85 12,01] 
39,5 51,5 1947 d555° “17d” SOs 205m 225 3 
1,09 1,19 2,98 3,84 4,80 6,50 8,67 11,8 fe 
30,0 44,0 1345 Li52. 71 LOO; S 2O0Smaze5 a 
Ope tet 2 2585 3,71, 4,74. 0,30, 5,00 .akieam 
23,5 39,0 135) 153) 2873 2 190 = 200) =226 : 
1hOSaAE LO 2,80) 3,68 §4,70" 16,32 5 Ssh Onmddnza 
21,5 37,5 136) “154 72 elO2 etOnmee © ye 
Sa a eS sai Ww m 


3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 SX 


Labelle 5; Wie Tabelile 4, jedoch fur a/b = 2 und a/d,, = 2: 


6 1,06 1,07 1,08 ‘itgyslgal 1,14 1,18 1,25 a sil 1,39 1,48 1,58 1,68 1,81 
41,5 4175 42,5 43,5. 45,0) 47,0 5075)" 53,0) 57,0) (000 9 04 %5 00; On meno 
5 1,01 1,02 1,03 1,00 1,09 abel} 1,18 152 1,32 1,39 1,52 1,58 GAS} 
30,0 30,1 31,0 255 35,0 37:0 40,0. 43,0 47,5 52,0: 58,07” 6255 69,5 
4 0,99 1,02 1,03 1,06 1,09 TS} 1,18 Al 1,30 1,38 1,47 1,57 1,68 
18,8 ikesh | 9 Zo}na! 22.0 24,5 2850) GeO 36,0 41,0 46,0 52,0 58,5 66,0 
3 0,99 1O2s EOS 1,05 1,08 alii 1,13 ol 1,28 1,34 1,43 1,52 1,63 
10,4 11,5 Oy a 14,2 17,4 (20,55 25;0 30,0) 1135504 O}50 4 pO OMEORNG 
2 0,99 1,02 1,03 1,04 1,04 Waly atpaieh at iks} USS = ali 15301 ede a7 1,58 
4,03 S00) | 6,35— Os50 stale 1555) 620,05 9205075 043) 5m m3 /755 ame aiA 2, oO 
1 1,00 1,01 1,02 1,03 1,06 1,08 alesis} Nhl ye} 1,29 1,37 1,43 1,56 
1,25 V7, 67 3,00 5,20 8,40 122 17,0 22,0 28,0 35,0 42,2 51,0 60,0 
fo) 1,00 1,01 1,02 1,03 1,05 1,08 dliyalal Tsp Ko) 120 127 1,34 1,44 1,55 


0,00 0,53 1,92 4,05 7,20 1) 16,0 22,0 28,0 35,0 43,0 51,0 60,0 


Mi n | ro) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 


x : p } 
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Tabelle 6. Wie Tabelle 4, jedoch fiir a/b = 2 und ajdy, = 4. 


6 Bez me tg 58 o197) 3989 | 935525 13,72. 4,90 4537 4,87 5,56 6,43 7,50 B75 
126 126 126 126 125 124 125; 123 124 120 131 1360 144 
5 22 Ceo 2 D2, 2 OME OA 2, AO we?) OMNES, O02 65354 dur 8500) 1 4450 5,44 6,44 9705 
106 106 106 104 102 101 100 101 104 108 116 125 136 
4 1,52 1,53 1,59 1,68 1,84 2,00 2,38 2,82 B32 3,94 4,08 5,04 6,88 
83,5 82,5 81,0 79,5 OES 75,5 78,0 81,0 86,0 92,0 92,0 115 131 
3 thy, ial 113 1,20 1,32 1,50 175 2,04 2,45 2,90 3,45 4,08 4,90 6,13 
54,0 54,0 52,0 51,0 51,0 53,0 57,0 62,5 70,0 80,0 93,0 108 120 
2 OOS ,00) oz 1620" 11538 = 1562 15 OOnr 2,2 4k 2) Oj} eS L272 ee Om 7.0 
2a Omen ANS M2 OEE? O52 2) ES 3, OE Onl eh 5O 05 S30 OO) On 7, Ole LOS 124 
1 0,98 1,00 1,08 2a 1,38 1,59 PO Spe 24 2) 5O™ 2,04 Sed4c) ZO es 40 
(2 nO, OMe OM OFA geal dy Oman ZO, OME2ZO (5 SS, 5u 40,5) 6 OS s5m— Ol ,OnmE LOO 1122 
fe) 1,00 1,03 1,10 22 1,38 1,59 1,83 PO Py) 2,86 3,40 4,10 5,25 


O00F GON 2 4055 9050 10,38 82570 85:58 4725 O59) 7955 = 100 22 


ee fo) 1 2 ix oad 5 6 7 8 9: 5 a0 fet 12 


Die neueingefiihrten Netzwerkwiderstande Ry = 3,5 k2 + 5°/9) sind gleich groB und 
unabhangig vom Ort fiir beide betrachteten Gebiete. Im Leitergebiet miissen Ableitkapa- 
zitaten Cy, = 20,1 nF +1% zwischen den Netzwerkknoten und einer allgemeinen Erde 
angebracht werden. 


4.2.1 Messung der elektrischen Feldstarke 


Wie in den friiheren Abschnitten ist die elektrische Feldstarke E, wieder proportional zur 
Netzwerkspannung. Die in Abschn. 4.1 abgeschatzte, kreisférmige Aquipotentialkurve er- 
laubte die Nachbildung eines Quadrates mit 14 Maschenweiten bzw. eines Rechteckes mit 
12 auf 6 Maschenweiten. Die Spannungsverteilung am Netzwerk wurde bei verschiedenen 
Frequenzen, entsprechend verschiedenen Verhaltnissen a/dy), gemessen. Die Tabellen 4 bis 6 
zeigen die Ergebnisse der Messungen fiir a/dy), = 2; 4 im Falle des Quadrates und des Recht- 
eckes. 


Zusammenfassung 


Die vorliegende Arbeit beschreibt ein Verfahren zur Bestimmung von elektromagnetischen 
Feldern im Innern von halbleitenden Materialien. Nach Ableitung der Differentialgleichung 
fiir die Wellenpotentiale folgt die Darstellung der Analogiemethode mittels eines elektrischen 
Impedanznetzwerkes. Die GroéBen der Netzwerkelemente werden als Funktionen der Kenn- 
gréBen des Halbleiters berechnet. Anwendungen des Verfahrens auf halbleitende Platten 
und Zylinder sind mit der Theorie verglichen worden. Am Schlu8 wird die Verteilung der 
elektrischen Feldstarke in Leitern mit rechteckigem Querschnitt anhand des Analogiever- 
fahrens bestimmt. 
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; der Transformation zum Bereich - Das eves Umerintogral Weiterer Ausbau der Theorie und 


Sachverzeichnis. 


_ ZUR INFORMATION 
Bras ( : Nara eaa 
Mit einfachen Beispielen anfangend wird die Operatorenrechnung im Geiste von OLIVER HEAVISIDE i 


\ K is 


} - -aufgebaut. Sie gibt dem Ingenieur ein wichtiges iereensa in die Hand, komplizierte Vorgange in elek- 


_trischen Netzwerken oder mechanischen Systemen leicht zu tibersehen und den Verlauf dieser Yorgi : 
/ \ 


beim ientwurf seiner f Schaltungen eae Systeme vorauszuberechnen. Es wird dem Ingenieur gezeigt, wie 


lern benutzt werden kénnen, wenn man sie uur passend erganzt. 
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Formeldarstellung - Komplexe Darstellungen einer cos-Schwingung : Schwingungen mit mehreren Fre- 


quenzen - Das Verhalten der Werkstoffe bei hdheren Frequenzen: Verhalten der leitenden Werkstoffe._ 


'Verhalten der Isolierstoffe (Dielektrika). Magnetische Werkstoffe - Verhalten der linearen Bau-_ 
i sehece 


elemente bei hoheren Frequenzen: Widerstande. Kondensatoren. Induktivitaten, Spulen. Ubertrager, 


Transformatoren - Einfache passive lineare Schaltungen: Transformationsschaltungen fiir eine Fre- 


quenz. Resonanzschaltungen. Breitbandschaltungen. Breitband-Filter. Anderung des Phasenwinkels von = 


Strom und Spannung beim Durchgang durch eine Schaltung - Leitungen bei hoheren Frequenzen: 


-Energieiibertragung liber angepaBte Leitungen. Die fehlangepaBte Leitung als transformierendes “ 
Element. Leitung mit stehenden Wellen als Blindwidersténde und Resonanzkreise - Nichtlineare . 

. pa 
Widerstainde, insbesondere Dioden: Aussteuerung, Verhalten nichtlinearer Widerstande mit kleinen 


Spannungsamplituden. Aussteuerung geknickter Kennlinien mit groBen Amplituden. Technische 


Formen von Dioden - Steuerbare elektronische Bauelemente: Ideale spannungsgesteuerte Elemente 


mit kleinen Amplituden. Aussteuerung geknickter Kennlinien, insbesondere Selbsterregung. Doppel- 5 


ak 
steuerung und Steuerstrom. Technische Formen steuerbarer Elemente - Schrifttum. 
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